4.3. Elektron v periodickom poli

4.3.1. Vznik pasmového energetického spektra elektrénov.
Blochov teorém

V jednoelektronove] aproximacii ma Schrodingerova rovnica pre
stacionarne stavy elektronu v krystali tvar
2

—;l—mAl//-l-V(l_;)l//:El// : (*)

kde ¥ (¥) je periodick4 potencidlna energia elektronu V(F +T ): V(7).

Vo vieobecnosti sa rovnica (*) rie$i aproximativnymi metédami,

vychadzajicimi v nultom pribliZzeni zo stavov elektronu v izolovanom
atome — tzv. metoda tesnej vizby (podrobnejsie v kap. 4.3.4).

Riesenia rovnice (*) sa opieraju o tzv. Blochov teorém :

Vinové funkcie, ktoré su rieSenim rovnice (x) pre V(7) periodické,

ikF

maji tvar |V (F)=u P (F).e — tzv. Blochove funkcie,

kde u; (17' ) je periodicka funkcia s periodicitou
kryStalovej mriezky, t.J. u, (F +T ): u, (7).

Pozn.: Uplna vlnova funkcia ma teda tvar postupnej rovinnej viny
s amplitidou modulovanou periodickou funkciou u, (7).

Priamo z Blochovho teorému vyplyva rad dosledkov o stave elektronu
v periodickom poli, napr.:

e Symetria disperzného vzt'ahu v k - priestore: E (k)z E (— k) ,

e periodicita disperzného vztahu v & - priestore: E (E +7 ) =F (— k ),

e kvadraticka zavislost’ E (/; ) v okoli extrémov energie v 1. Brilloui-

novej zone, atd’.
Prave uvazovana periodicita kryStilového pola mriezZky ma za

nasledok rozStiepenie ,ostrych® energetickych hladin izolovanych
atobmov v pasma (pozri d’alSie kapitoly).



4.3.2. Kronig-Penneyho model

Ide o jednoduchy model pre jednorozmerny krystal, v ktorom uvazu-
jeme periodicitu potencialnej energie. Z jeho rieSenia ziskame viacere
dolezité vysledky — platné 1 pre trojrozmerny krystal.

V tomto modeli uvaZované zjednoduSenie priebehu potencialne;
energie ¥ (7) nam umoziiuje exaktne riesit’ Schrédingerovu rovnicu.

Uvazujme kladné 16ny podl'a obrazku:
d X

—® ® ® & : —® I+
1% Skutocny priebeh
| | | | | potencialnej
\ energie elektronu
! ! ! b
e Aproximaécia
T TVO potenc. energie
: : : | systémom
—0 ! pravouhlych
) +a a X potencialovych jam
Podl'a obrazku plati: v oblasti I: V=0 pre 0<x<a,
v oblasti 1I: V=", pre -b<x<0.
Upravme Schrédingerovu rovnicu do vhodnejSieho tvaru:
h2 2
I — rozmerny pripad = o lexl/zl + V(x)w =Fy
d’ 2
a po uprave dxl)zy + h—T(E - V(x))w =0
Potom pre vlnové funkcie plati:
2
: 2
v oblasti I: i’xf + h—T v =0 , (%)
2
: 2
v oblasti 1I dW+—m(E—VO)z//=O , (***)

dx* R



Predpokladajme pre energiu elektronov E <V, (viazané stavy).

Zaved’'me oznacenie v rovniciach (* *) a (* * *)

azzng , B = (V E) = «a,f — realne.
2
Potom, v oblasti I: d W +a’y =0 ,
d2
v oblasti II: - Bw

ikx

Podl'a Blochovho teorému w(x)zu(x)e
rovnice pre u(x) :

, dosadme a hladajme

ay —d—e +u.e™(ik)
dx dx
2 2
d l’f _d zle”“ +2ik@ei’“ —uk’e™ . (s )
dx” dx dx
Dosadenim (**#**) do rovnice pre oblast' I =
& Uik (o k) u=0 v oblasti 1T,
dx dx
dosadenim (*#*%) do rovnice pre oblast II =
du 2#«%— (B +k*)u=0 v oblasti II.
x

Pre rovnicu v oblasti I hl'adajme rieSenie v tvare u = 4e’* =
dostaneme kvadratickl charakteristicka rovnicu s koreflami y, ,

a uplné rieSenie v oblasti I v tvare suctu exponencial:

=A.e" +B.e™ .
U rovnice v oblasti II rovnakym postupom =

=C.¢""+B.e”™" .
Koeﬁc1enty A, B, C a D sa uréia zo spojitosti funkcii u,(x) a u,(x)
vbodoch x=0a x=a , tj. u,(0)=u,(0) a u(a)=u,(-b)
a zo spojitosti ich derivacii v tychto bodoch, t;.

(%) _(%j . (%j _(%j
d‘x x=0 dx x=0 dx x=a dx x=-b .



Z riesitelnosti sustavy Styroch rovnic pre A, B, C, D vyplynie
podmienka:

sin aa
P-———+cosaa =coska (®)
oa ’
kde P= MVOZba :
h

Rozbor ziskaného vitahu (®):

a) Rovnica (®) poskytuje zavislost energie E (pozn.: a =+/2mE/ hz)
na vilnovom ¢isle k — teda disperzny vzt'ah .

b) Rovnicu je mozné rieSit’ numericky, resp. graficky a tym ziskat
hl'adany disperzny vztah.

Graficke rieSenie:

p._sinaa

ad + cosaa

v
R

JERVARY R VERVARN

zakazané hodnoty aa

Pozn.: fyzikalny vyznam ma iba rieSenie aa >0 .

Dovolen¢ hodnoty caa =  pdsma dovolenych energii,
zakdzané hodnoty aa = pdsma zakdzanych energii.



Prava strana rovnice (®) , tj. coska moze nadobtidat iba hodnoty
z intervalu <— 1, 1> =  aa mozZe nadobudat’ iba také hodnoty, Ze

sin aa
—1<P.

+cosaa <1  —pozri graf.
oa

Teda existuja oblasti dovolenych energii a oblasti zakdazanych energii.
Sirka pasiem dovolenych energii rastie s narastom energie E .

mV,ba

hZ

c¢) Velicina P —podlavysledku P =

(vid’ hore) je imerna

sucinu Vb — teda ploche (mohutnosti) bariéry.

Hladajme riesenia pre limitné hodnoty P :

1) |P=0] — tj. bez potencidl. bariéry (pripad vol'nych elektronov).
Potom z rovnice (®):

2

cosaa=coska = a=k = E=—Fk
2m

- teda disperzny vzt'ah pre vol’né elektrony.

2) | P— oo - tj. ,,nekonecne* vysoké bariéry.
Potom rovnica (®) ma riesenie iba pre
sinaa=0 = aa=t*nr,

(2mE ! E = n oo,
resp. > j .a=xnr = n T
h 2m a

- diskrétne spektrum viazanej Castice v nekonecne
hlbokej jame atomového rozmeru (bez energetickych
pasiem).

d) UrCme hodnoty vinového Cisla k , ktoré odpovedajii dovolenym
energetickym pasmam.

Vo vnutri 1. dovoleného pasma energii sa cos ka meni od +1 do —1
(vid’ predchadzajuci obr.).



Vynesme zavislost’ coska ako funkciu ka:

1

cos ka

" -1+ S/

= 1. dovolené energetické pasmo
—odpoveda ka z intervalu —7<ka<nr

T T
= ——<k<—

, teda k z 1. Brillouinovej zony.
a a

2. dovolené energetické pasmo
— pre ka odpovedajuce Ciarkovanej Casti funkcie coska,
2 T 2

) T
teda k& z oblasti — Lk <—-= |+ | =<k<=
a a a a

tzv. 2. Brillouinova zona.
3. a d’al§ie dovolené energetické pasma — analogickym spdsobom.

¢) Vynesme do grafu — z rovnice (®) vypoéitana zavislost E = E(k)
pre dané P (vid’ obr. na d’alSej strane).

Funkcia E(k) je nespojitd — vznik pasiem dovolenych a zakazanych
hodnot energie.

Znazornenie E = E(k) na obrazku hrubou plnou &iarou sa nazyva
rozSirené pasmové schéma.

Periodickym opakovanim zévislosti £ = E(k) vo vnutri kazdého pasma
(na obr. ¢iarkovane) dostdvame tzv. periodické pasmové schéma.
Toto periodické rozSirenie umoznuje periodicita energie ako funkcie &

s periodou rozmeru Brillouinovej zény  E (k + 27 nj =FE (k) :
a

Pozn.: Dokaz vid’ v d’alSom texte — pomocou Blochovho teorému.



disperzny
E v\vztah pre
volné

elektrony
2

E=—Fk
2m

3. pasmo

2. pasmo

- ----=- —= 1. pasmo

27 3z k

Dalsim &asto pouzivanym zobrazenim disperznych vztahov
v jednotlivych pasmach je tzv. redukované pasmové schéma.
Dostaneme ho prenesenim disperznych vztahov E =F k) pre vyssie
leziace pasma do 1. Brillouinove; zony — s reSpektovanim vysSie
uvedenej podmienky periodicity.

Potom £k sa nazyva redukované vinové Cislo a E je viaczna¢nou
funkciou £.

—~

E —
—— 3. pasmo
/\ =—= 2. pasmo
I — —— 1. pasmo
T T k
a a



Dosial’ sme uvazovali neohrani¢eny jednorozmerny krystal. V d’alSom
ukazeme, ako sa zmeni uvedené rieSenie, ak budeme uvazovat
jednorozmerny krystdl konecnych rozmerov.

Nech dizka atémového retazca bude L. Aplikujme Born-Kdrmanove
podmienky na vinovu funkciu v, tj. pozadujeme aby platilo

plx+L)=y(x)

Pretoze podl'a Blochovho teorému plati:  y/(x)=u(x)e™ ,

poZzadujeme teda aby u(x +L)e* ) = u(x)e™.
Vieme, ze u(x+L)=u(x) (zperiodicity u), teda musi platit
=1 = kL=n2rx, kden=0,t1,+2,.. =
2
pre dovolené hodnoty k: k = Tﬂ -n| —teda diskrétne hodnoty.

Z diskrétnosti hodnot vlnového Cisla bk =
diskrétne hodnoty E v kazdom energetickom pasme.

Pretoze k& je pre kazde¢ energetick¢ pasmo obmedzené na jednu
Brillouinovu zo6nu (po preneseni disperzného vzt'ahu do 1. Brillouin.
zOny mozeme uvazovat’ tato zonu) =

pocet roznych hodnoét k je totoZny s poctom energetickych hladin
v pdsme — oznaCme N.

N uréime z podmienok:

T <p<” =  dizka 1. Brillouin. zény v k - priestore: 2
a a a

+ interval k& pripadajici na jednu hodnotu & (vid’ hore): 2% :

Teda sz—ﬁ 2 _L

7 , €O sa rovna poctu atomov v ret’azci.
a a

Ak uvazujeme spin elektronu (na kazdej hladine 2 elektrony s opaénym
spinom) =

v jednom energetickom pdasme sa moZe nachddzat’ maximdlne 2N
elektronov (kde N je pocet Castic ret'azca).



4.3.3. Pohyb elektronu v trojrozmernej mriezke

V tejto kapitole si dokdZeme niektoré¢ vSeobecne platné vztahy pre
redlny (trojrozmerny) krystal.

a) Ukézme, 7e pre periodickli potencialnu energiu ¥ (7) (s periodi-
citou mriezky) vinové funkcie w vykazuju translacnt vlastnost’

W, (r +T ) W, (7 )e’kT ,  kde T— transla¢ny vektor mriezky.

Pozn.: podla uvedeného vzt'ahu — meni sa len fdza viny elektronu.

Dokaz :

Upravme v, (17 +T ) s vyuzitim Blochovho teorému:

W (77 +f>: ( ) KET) - u (7)e*".e*" =y (F)e*" , &o bolo
treba dokazat’.

Zo ziskaného vysledku je vidiet, Ze vektor k nle]e urceny jednoznacne.

AKk totiZ zvolime namiesto k vektor k'=k +7" (kde T" je translaény
vektor recipro¢nej mriezky) dostaneme ti isti vinova funkciu:

v (F+T)=p. (F)e" T =y (F)e e =y (F)e'T,

pretoze plati T'T =27z.n , kde n je celé &islo.

Pre rovnaku fazu viny pre kazdé T = W, (77 ) =y, (17 ) =

Elektrénové stavy charakterizované vektormi k a k+T" st fyzikdlne
ekvivalentné a pre energiu plati:

E (/; +T" ) =F (/; ) — tzv. periodicita E v pasme.

7. vyssie odvodenych vztahov vyplyva, Ze vSetky fyzikalne neekviva-
lentné rieSenia je mozné najst’ s vektorom k& leziacim v primitivnej
bunke recipronej mriezky — svyhodou sa voli za tito bunku
1. Brillouinova zo6na.



b) Uvazujme trojrozmerny kry$tal s ortorombickou symetriou, tvaru
hranola s hranami L, L,, L.

Z predchadzajiceho odstavca vieme, Ze vSetky fyzikalne neekviva-

lentné rieSenia je mozné realizovat' s & leziacim v 1. Brillouinove;j
zone. Vol'me suradny systém v smere kryStalografickych osi.

T T
——<k <—

R . s T T
1. Brillouinova zo6na pre tento krystal: ~— ——<k <— , (%)

< k. < i
a3 a3
kde a,, a,, a, su mriezkové parametre ortorombickej elem. bunky.
Pozn.: Vektor k E(kx,ky,kz) nadobuda spojit¢é hodnoty v 1.Brill.

zone ak uvazujeme nekonec¢ne velky krystal.

Pre konecny krystal (L, xL,xL,):
— aplikuyyme Born-Karmanove okrajové podmienky na vinova
funkciu y. (¥) , teda pozadujme
Vi (x+L1,y,z):% (x,y,z) J
v, (x,y+L,,z) =y, (x,y,2) ,
v, (v p,z+ L) =y (x,,2)
Z tychto podmienok =

k

27 27 27
X = ? Y (ni
1

n, k=—mn, k=—7,
yL2 2 ZL3

- teda diskrétne hodnoty k_,k .k, .

K, K,
S uvazenim obmedzeni (*) a platnosti
L =Na, , L,=N,a, , L;=Na, ,

kde N; je pocet mriezkovych bodov v retazci (v smere osi X, Y, Z),
vyplyva, Ze pocet roznych vinovych vektorov v 1.Brillouinovej zone
je N=N,-N,-N,, o je rovné poctu primitivnych buniek v krystdli.
Ak uvazime spin =

v jednom energetickom pasme je 2N moZnych stavov pre elektrony.



¢) Elektrény reprezentované vilnovym vektorom 4 konciacim na
hranici Brillouinovych zén sa nemézu kryStalom Sirit’.

Dokaz:

Uvazujme iba hranice Brillouin. zén v smeroch kryStalografickych
osi a ortorombickl mriezku (vSeobecny dokaz je mozZné najst
v citovanej literatire).

Hranice jednotlivych Brillouin. zon v smere krysStalografickych osi

(mriezkové parametre a; ) :

kl.=a£n . on=#l,%2,. , i=1,2,3 . (%)
VInova ldiZka de Broglie-ho viny s danym £; :

plati £k = % — A= Zk—i[

Porovnanim s (**) = podmienka: 2a, =ni, | . (s )

Naviac vlna s vektorom £, sa Siri kolmo na sustavu rovin s medzi-

rovinnou vzdialenostou a; (z vlastnosti translatného vektora reci-
pro¢nej mriezky). Potom rovnica (***) je totoznd s Braggovym

zakonom pre reflexiu viny od sustavy mriezkovych rovin s medzi-
rovinnou vzdialenostou «; (je splnené 6 = 90°).

Interferenciou odrazenej viny s vinou postupujacou vznika stojaté
vinenie — ¢im sme dokézali tvrdenie v Givode.

Pozn.: Zuvedenych tvah vyplyva tiez iny spdsob definovania
Brillouinovych zén — ako oblasti k -priestoru ohraniené
plochami vytvorenymi z koncovych bodov tych k vektorov
elektronovych vin, pri ktorych dochédza k reflexii na krysta-
lovej mriezke.

Tato definicia Brillouin. zén je totoZna s definiciou
z kryStalografie (ako vhodne vybraté elementdrne bunky
reciprocnej mriezky).
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