4.2.2. Hustota energetickych stavov

Definicia:

hustota energetickych stavov — pocet energetickych stavov v jednotke
objemu kovu, s energiami (E, E+dE),
delené Sirkou intervalu dF.

( = pocet stavov na jednotu objemu a jednotkovy interval energii),

1 dz
D(E)=——
V dE
Veli¢ina D(E) je potrebna k r6znym vypocCtom, napr.:
— celkova energia elektronového plynu,

— stredné hodnoty energii,
— vypocet koncentracie elektronov, atd’.

teda:

Vypocet hustoty energetickych stavov D(E) pre subor vol’nych
elektronov v kove.

Uvazujme znazornenie energetickych stavov v k -priestore (vid’. obr.):

Pocet stavov medzi sférami s polomermi &, resp. k + dk (s energiami
E az E+dE)je
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Prechod k premenne;j E :
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E2dE a teda:

V grafe:

obsadené stavy
______ pri T=0K

Odvodenie vseobecného vit’ahu pre hustotu energetickych stavov.

Rozoberme pripad nesférickych (vSeobecnych) izoenergetickych

hladin v k -priestore (vid'. obr.), po¢itajme D(E)dE = dz T

UvaZzujme vySrafovany obje-
movy element v k -priestore
dr, =dS.dk,

(veli¢ina mala 3.radu).

E + dE



V uvaZzovanom objeme je pocet moznych energetickych stavov

as.dk, _ W o

(7))

v celej medzivrstve (v k -priestore medzi izoenergetickymi hladinami
E a E+dE) je poCet stavov

2V
dz = ds.dk
z ! oy Bk (%)

Plati:

dE = (gradaE)dlz = ‘gradaE‘ dk = dk, = _dE

‘ ¢ * ‘ grad E| ’
dosadenim do (**) a vyuzitim defini¢ného vztahu pre D(E) ziskame:
2 dS dE
D(E)dE =~ |
(27) % ‘gmd];E‘

Pozn.:

Z vyssie uvedencho vzt'ahu je vidiet, Ze hustotu energetickych stavov
mozZeme vypocitat’ ak je zndmy disperzny vztah E =FE (k) :

Pouzitie funkcie D(E) pre elektronovy plyn v zdkladnom stave:

a) vypocet koncentrdcie elektronov v plyne (n= %)

Ep
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koncentracia elektrénov s energiami od £ do E,:

E,
n' = jD(E)dE , ap()d_

£



b) celkova energia elektronového plynu pri T=0K

E :VEfD(E)EdEz d (2’") jEédE— _3NE
celk ) 272_2 h 5 F ’

c) strednd hodnota energie pripadajuca na 1 elektron pri T=0 K

E — Ecelk 3 EO
N 5

4.2.3. Vplyv teploty na rozdelenie volnych elektronov

Pri teplotach T > 0 dochadza k tepelnej excitacii elektronov do vys-
Sich energetickych stavov ( do stavov s E > E). ). Pri nemennej koncen-

tracii 7 preto niektoré stavy s E < E}. ostdvaji neobsadené.

Pravdepodobnost’ obsadenia stavov s r6znymi energiami pri teplotach
T >0 riesi kvantova Statistika.

Obsadenie sa riadi tzv. rozdelovacimi funkciami (podla typu Castic),
pre: fermiony — Fermi-Diracova ,
bozény  — Bose-Einsteinova .

Pozn.: 'V pripade nedegenerovaneho plynu fermionov ¢i bozonov
(vysvetlenie v d’alSom texte) — prechadzaju ich rozdel'ovacie
funkcie na Boltzmanovu rozdelovaciu funkciu — zndmu z kla-
sickej Statistiky.

Pravdepodobnost’ obsadenia stavu s energiou E je u volnych elek-
tronov v kovoch (ide o fermidny) dana

L 1
F. ern’u-Dtmcovou . fF ( E ) =,
rozdel’ovacou funkciou: , (*)
e " +1
kde k& — Boltzmannova konStanta,

E, — Fermiho energia pri teplote T.
Parameter rozdelenia - £,
— saniekedy oznacCuje 4 anazyva sa chemicky potencial
(v pripade pritomnosti elektr. pol'a — elektrochemicky potencial).




Pozn.: Veli¢ina chemicky potencial je zavedena v termodynamike
oE oF
vzt'ahmi H= N )., resp. H= oN ).,

Vlastnosti Fermi-Dirakovej rozdel’ovacej funkcie -

Nech 7=0K ,
potom E, ZEF(TZO)ZE;; apodla (¥x) =
f+(E)
fr(E)=1 pre E<E 1
1 0
= — e E:E ]
7 p F
=0 pre E>E)
0 E) E
Nech TA20K ,

potom Ep = EF(T) :

Pozn.: Pre silne degenerovany plyn (napr. elektrony v kovoch) je tato
zavislost’ slaba (ukdZeme neskor). Bez ohl'adu na degeneraciu

viak vzdy plati  f.(E=E,)= % .
Grafy zéavislosti f.(E) pre zvolené E} =5eV ardzne teploty T (v K):
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Z obrazku (1 z rozboru) plynie:

Pre vysoké teploty prechadza cel€ rozdelenie na Boltzmannovske, pre
nizke teploty je Boltzmannovsky ,,chvost* rozdel'ovacej funkcie.

Fermiho energia E. (T ) — je dolezity parameter kryStalu z hl'adiska
jeho elektrickych vlastnosti.
Vypocet E, -
Pocet obsadenych stavov senergiami E az E+dE (na jednotku
objemu) je:

dn=D(E)dE x f.(E) =D(E)f.(E)dE

T T
pocet pravdepodobnost’
dovolenych ich obsadenia
stavov

Integrujme cez vSetky hodnoty E a uvazujme D(E) pre volné Castice:
( plati J. dn=n ,kde n —koncentricia Castic v krystali )

1 (2mj%]3 otk

n:ID(E)fF(E)dEZZ 2 p2 E-Ep dt (%)
0 T 0, kT
e +1
¢o je zakladna rovnica pre vypocet £, — ak pozndme n ,
alebo pre vypocet n  — ak pozname E .

Rozbor rovnice (**):

Vseobecné rieSenie integralu v analytickom tvare nie je mozné
(metodou per-partes je mozné previest’ integral na tzv. Fermi-Diracov
integral — tieto integraly su pretabelované).

Kovy — v tomto pripade integral v (* *) nie je mozn¢ priamo zjednodu-
Sit — vypocet cez Fermi-Diracov integral + urcité priblizenie
— vedie na teplotnu zavislost E,.(T') tvaru:

7’ kT ’
EF(T);EJg I_E(ﬁj . (***)
F




Pozn.: Uvazujme vztah (*%%) za beznych podmienok.
Nech 7T=300K = kT =0,03eV |
s uvazenim, 7e u kovov Ep. ~5eV = v mnohych pripadoch
je mozné teplotnu zavislost’ Fermiho energie zanedbat’
auvazovat E, = E) .

V mnohych konkrétnych pripadoch je mozné integral v (* *) zjednodu-
Sit” — zavisi to od hodnoét vSetkych veli¢in v rovnici, t.j. od n,m, T, Er .

E-Ej

, : , , kT
Rozoberme pripad ak pre energie elektronov plati € > 1

Pozn.: Nerovnost platiak £ —E, > kT  pre vietky hodnoty E
(resp. vzdy pre ,,chvost* rozdelovacej funkcie).

1 : . :
V tomto pripade v £, (E ) =—p— Jemozn¢ zanedbat’ jednotku
e T +1
a pre rozdel'ovaciu funkciu plati:
E.—-E Er E _E
~, kT — kT kT - ~ kT
fr=e e .¢ , L) fr=4d.e
Teda plati:

f F f s , kde f  — Boltzmannova rozdel'ovacia funkcia.

Zaver: 'V tomto pripade je mozné elektronovy plyn popisat’ pomocou
klasickej Statistiky a takyto plyn nazyvame nedegenerovany.

Suvis medzi koncentrdciou elektronov n a hodnotou Fermiho energie
pre nedegenerovany elektronovy plyn.

Vychadzajme zo vSeobecneho vzt'ahu pre koncentraciu elektronov

v krystali

v=[ D(E) £, (E)d =

2 2 E-E, dE , Vv ktorom,
272' h 0 kT
e +1

podla vysSie urobenych tivah méZeme zanedbat’ 1 v menovateli.
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Po uprave:

L (2m\? B %y E 5
( ) et J-E ‘e "dE ,  substiticiou —=t¢
0 kT

n= —
27\ h?

IRV
prevediem integral j ...dE natvar (kT )A jt Ae ‘dt .
0

0
Integraly tohto typu sa najl’ahSie rieSia pomocou tzv. Gama funkcie.

Pozn.: definicia Gama funkcie  7I'(x)= It“e" :
0

Ty | 1
Pre nas integral plati: J‘fée tdt:F(3/2):§F(l/2):§\/;.
0

Po dosadeni a uprave

(anij% Ep
n=2

kT
h2

€ . (®)

Kritérium pre nutnost’ pouitia kvantovej Statistiky, resp. moZnost

pouZitia klasickej Statistiky pre subor elektronov

Pozn.: 'V prvom pripade hovorime o degenerovanom , v druhom

o nedegenerovanom plyne elektronov.

Sformuluyme toto kritérium tak, aby v nom vystupovali iba veliiny

n,m,T (nie Er).
E-Ej

Uz sme ukdazali, ze klasicka Statistiku mdzeme pouzit’ ak e 7 >> 1
pre vSetky hodnoty E.

Er
Nech tato podmienka je splnend tak, ze plati e 7 > 1 . (®®)
3
e (2amkT) >
Z (®) - € = ; h2 ’

s uvazenim (® ®) , dostaneme hl'adané kritérium:



—pre nedegenerovany plyn.

2(2ﬂka)%
— | ———— > 1

hZ

n

Opacna nerovnost’:

2(2ﬂkaj%
— | — <1

h2

plati pre degenerovany plyn.

n

Podl’a tychto vzt'ahov, degeneraciu plynu spésobuje:

a) vysokd koncentracia Castic —n ,
b) mala hmotnost’ Castic (pozri m, u polovodicov) ,
c) nizkateplota T .

Priklad:

e kovy — uvazuyme teploty 7, =300 K, resp. 7, =2000 K.
m=91.10""kg, n=6.10% m" .

Potom:
, 2 ( 2rmkT % 4
pri 77 =300 K — > =410 ,
n h
3
2 (2zmkT\?
pri T,=2000K = ﬂ}}? ~6.10° |
n

= elektronovy plyn v kovoch je vzdy silne degenerovany.

e polovodice

— bezné koncentracie elektronoveho plynu:
n~10"-10* m”,

3
2 (272mkTY >
—( ”ZZ j ~10' =10 pri T,=300K.

=
n

(Pozn.: pri vysSich teplotach este vysSie hodnoty
pravej strany.)

— elektronovy plyn v polovodiCoch je pri beznvch
podmienkach nedegenerovany.




4.2.4. Tepelna kapacita elektronoveho plynu

Vypocitajme molarnu tepelnt kapacitu elektronového plynu podla
klasickej tedrie:

Ide o vol'né elektrony (kazdy ma 3 stupne volnosti), teda stredna
kineticka energia pripadajica na 1 elektron je

3

€=—ky,T | kde k, jeBoltzmannova konstanta.

Pre 1 mol elektronového plynu

3 3
Ey =2k N, =~ RT

Pre molarnu tepelnu kapacitu elektron. plynu C,, = % potom podla

3
klasického pristupu plati C, = ER

Ak k tomuto vyrazu pripoCitame molarnu tepelnt kapacitu fono-
nového plynu (pripadajucu na kmity mriezky) C, =3R =

celkova molarna tepelna kapacita kovov (pri vysokych teplotach):

ngﬁ{}:%R, ()

Zaver: Podla vysledku (*) molarna tepelnd kapacita kovov by mala
byt o 50% vysSSia ako unekovov — Co uplne odporuje
skutocnosti (prispevok elektronov pri izbovej teplote je
obvykle mensi ako 1% C))

Vypocet molarnej tepelnej kapacity elektronového plynu podla
Sommerfeldovej teorie a kvantovej Statistiky

Uvazujme oblast’ nizkych teplot:

Podra tejto tedrie mézu byt tepelne excitované iba elektrony zo stavov
v oblasti k,T okolo Fermiho medze (iba pre tieto elektrony existuji

vySSie leZiace prazdne energetické stavy — pozri obr.)



Hustota obsadenych energetickych stavov elektronového plynu:

T'=0K T>0K
DEL 4 D(E). f;

P ,ﬂ/ P //’

E' E E' E
. s . AV oE,,
K presnému vypoctu C, je potrebné vycislit’ vyraz Ce, =—= , kde
L TG LY ) oy B
0 e i +1

Pre matematickli naro¢nost’ tohto vypoctu uvadzam v d’alSom iba
orientac¢ny (kvalitativny) vypocet C,,:

3
Pri T=0 — energia elektronového plynu E) = gN E), .

Pri tepelnej excitacii (7 #0) kazdy excitovany elektron ziska
energiu = k,T , preto zvySenie energie elektronového plynu bude
E, =N, .k;T ,kde N, - efektivny pocet excitovanych elektronov.

Tepelne excitované s iba elektrony z ,,pdsma‘ o Sirke k,T pod E, =
1

Y 52 2
V(2 h 3Nk,T
N, =V.D(EL)k, T—27[2( mj (zm(37rnyjszT=— ;-

n’ 2 E)
Teda vzrast energie tepelnou excitaciou pre 1 mol elektréonového plynu:
, 3 N 0 '
E, = Nef JepyT ==—4k, Wik ,suvazenim C, = O, = 8(Ee, +Ee’)
2 E; P oT oT
3Rk
= |G, = B -T' =10 C , €0 je dobra zhoda s experimentom.
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