3. Tepelné kmity atobmov krystalu

3.1. Kmity a viny v jednorozmernej mriezke

Charakter tepelnych kmitov atomov tuhej latky pri urcitej teplote T
je dany charakterom vazbovych sil medzi atdbmmi a tiez StruktGrnym
usporiadanim Castic v tuhej latke.

Presné¢ rieSenie vzdjomne viazanej sustavy vSetkych castic TL
samozrejme nie je mozné. Mozno ale uvazovat jednoduchSie
Strukturne modely — rieSenim ktorych ziskame vysledky, ktoré maju
vSeobecnu platnost’.

Uvazujme jednorozmerny krystdl 7 rovnakych atomov.
Ozna¢me hmotnosti atbmov m a uvazujme ich vychylky z rovnovaz-
nych pol6h iba v smere ret'azca.

rovnovazne polohy

a i \l/

n—1 n n+1 n+2
O ® o—&—8—0 —®0
U, u, U, U,
V obr. je:
oznacenie rovnovaznych poloh we,n—=1,n ,n+1,..
oznacenie okamzitych vychyliek ..., u,_, ,u, , u ., ,... .

Predpoklad:  na vybrany atdm pdsobia silovo iba najbliZsi susedia,
ich silové posobenie je kvazielastické.

Sily na n — ty atom:
od atomu n—1 fn,n—l = _IB(un o Z/ln—l) )
od atobmu n+1 fn,n+1 = _IB(un o un+1) ,

kde S — kvazielasticky koeficient.

Vyslednd silana »n — ty atom:

fn — fn,n—l + n,n+l — _IB(zun o un—l o un+1)



Pohybova rovnica pre n — ty atom: fn =m

ddtu +ﬁ(21/l _u un+1) O

= rieSenie u (t) pre vietky n.

a’t2n , teda

Pre nekonecny pocet atbmov retazca (n=1,2,3,...)
= nekonecény pocet deferencialnych rovnic typu ().

Hladajme rieSenie sustavy rovnic () v tvare postupnej viny, ktora
pre spojité prostredie ma tvar

u(x,t)= Aexpli(kx — at)] .

V nasom pripade — mozné hodnoty X = na

a v naSom oznaceni u(na, t) =u, (t) =

u (t)= Aexpli(kna —at)] | (%)
kde A4 ma vyznam amplitudy viny, resp. kmitov,
2

k = - je vinove Cislo (velkost’ vinoveého vektora k)

@ = 27f — kruhova frekvencia.

Predpokladané rieSenie (++) dosad'me do () a upravme
d’ ‘ _
mE(Ae (kna—at )+ ﬂ(er (kna—at) _ Ael(k(n—l)a_a)t) _ Ael(k(n+1)a—a)t)): O

mAe' i(kna—ot) (_ la))z 4 ﬁ(eri(kna—a)t) — A4¢' i(kna— a)t)e—zka — A4¢' i(kna— a)t)eika) 0

o {(kma -
po deleni vyrazom A=) qostaneme

o> +IB(2_e—ika _eika)zo

e’ +e"

Vyuzitim vztahu cos@ = a po uprave

2

2
" = —ﬁ(l —coska) .

m
o ..., 1 —coska , ka ,
DalSou tpravou, pouzijic ———  =sin"—  a po odmocneni



) = ﬁ-sink—a (***)
m 2 ’

tzv. disperzny vit’ah.

Teda funkcia (x*) , popisujuca postupnu rovinni vlnu je rieSenim
pohybovych rovnic (x) ak medzi @ a k plati vztah (xxx).

Rozbor disperzného vzt'ahu

a) Z predchadzajuceho riesenia plynie
— v jednorozmernom krys$tali sa mozu Sirit’ iba vlny s kruhovymi
45

frekvenciami z intervalu od @, =0 po @, = gt

Pozn.:
V spojitom prostredi viny 'ubovolnej frekvencie w € (O,oo) :

b) Minimalna vinova dlzka viny, ktora sa mdze Sirit’ retazcom sa urci
Z rovnice (#xx)

. ka ka x
sin— =1 = =— >
2 2 2
naviac f — 2/;[ = /1min =2a
¢) K rychlosti §irenie sa vin v retazci:
Dodatok:
Vo fyzike zavadzame 2 rychlosti
r r r a) I4 9 v/ . J4 .
fazovu rychlost’ V, = E — rychlost’ Sirenia sa fazy kmitov,
. do| .
grupovu rychlost’ v, = % — rychlost’ prenosu energie.

V spojitom prostredi (z rieSenia vinovej rovnice) je fazovd rychlost’
kon$tantnd (rovnaka pre vlnenia roznych vin. dizok) a plati Vr=Vg.



7. nasho rieSenia diskrétneho retazca —

sinka
v =9 _ 4p — jezavislina k atedaina /.
"k \m ok
vV, = da)_ Vv
S odk
Tento jav

— zavislost’ rychlosti Sirenia sa vinenia v krystile na vinovej dlke
(alebo vinovom Cisle) nazyvame javom disperzie.

Analogicky jav je mozné pozorovat pri Sireni sa elm. vin v krystali.

7. nasho rieSenia diskrétneho ret'azca:

Pozn.:

Jav disperzie nemoze
nastat’ v homogénnom
1zotropnom prostredi !

pokles A 7 k

27 ‘7r 0 7z 27 k
a

«— postupné viny Sirtace sa —



Pozn.: Podla obrazku je priradenie @ <> k nejednoznaéné.

Uvazujme k danej vlne u, s vinovym &islom k d’al$iu vlnu #, s vino-

vym &islom k', kde

2z
k'=k+—-g , a g-celé¢islo. Potom
a

(k' t) i{(k—i-ﬂ--gjna—(()l} (k t) "
ur:Aez naco:Ae a _Aeznaa).eznng_

. —

= un

= vina u. jeidentickds U, = hodnoty k a k' siu fyzikilne
nerozlisitel’né.

Preto staci vySetrovat’ kmitové stavy s vinovymi Cislami (vektormi)

v intervale di¥ky 2 , obvykle sa voli:
a

T T
——<k<—
a a

5

teda k z prvej Brillouinovej zony (reciproénej mriezky).

Hore uvedena periodi¢nost’ vo vlastnosti K je priamym dosledkom
periodicity kryStalovej mriezky.

Dosial’ sme uvaZzovali nekone¢ny retazec vzajomne interagujucich
atomov. V redlnych pripadoch (kone¢ny rozmer krystalu) obsahuje
retazec konecny pocet atomov — oznacme tento pocet G .

V d’alSom rozoberme, ako sa zmenia predtym dosiahnuté vysledky
pri uvazovani koneéného po¢tu G atbmov v ret’azci.

Pre velké¢ G , atobmy na povrchu neovplyvnia kmitanie atomov
vovnutri retazca. Pre takyto pripad mézeme pouzit’ tzv.
Born — Karmanove okrajové podmienky:

Rozsirme retazec G identicky do oo (pridajme rovnake Casti)
— vid’. nasledujuci obrazok.



G atomov

I roooooooooooooood I %
«— L L - dizka L L —
Pozadujme: U..=u,

— poziadavka na rovnaky sposob kmitania Castic vzdialenych o L .

Uvazujme znamienko + a pouZime rovnicu (%)

un+G — Aei{k(n+G)a—a)t} — Aei(kna—a)t).eikGa

Aby platila rovnost’ U,.; = U, , musi byt splnen¢ :

kGa=2r.g | kde g— celééislo . = pre hodnoty k
I = 27

~ "8 |, t.diskrétne hodnoty.  (x+x%)
Ga

. . . 7Z-
Naviac, hodnoty k st ohrani¢ené intervalom —— < k<— —
a a
2z

pocet roznych hodnét k v 1. Brillouinovej zone N = ﬁ =G |

Ga

zZaver:

V pripade konecného ret'azca vinové Cislo k nadobuida iba diskrétne
hodnoty dané vztahom (+%x) — spolu G ekvidistantnych hodnét

(v 1. Brillouinovej z6ne).

V d’alSom obrazku je znovu ukazany disperzny vzt'ah v 1. Brillouino-
vej zéne s diskrétnou mnozinou dovolenych hodnét £ a im odpoveda-
jucimi hodnotami frekvencie w .




7

A

e

Pozn.: Ekvidistantnym hodnotdm k odpovedaju neekvidistantne
rozmiestnené hodnoty @ ( hustota narastd smerom k @,y ).
Frekvenéné spektrum kmitov retazca

Definicia:

Pod firekvenénym spektrom rozumieme funkciu f (a)) definovanu ako

_d:
flo)=£

kde dz — pocet roznych kmitovych stavov v intervale (a), w+d a)) :

9

Funkciu £ (a)) je moZn¢ interpretovat’ tiez ako
hustotu kmitovych modov (pozri dalSie kapitoly).

Pomocou disperzného vztahu (xx#) a definicného vztahu pre frek-
vencné spektrum (vid’ hore) je mozné vycislit

frekvencné spektrum kmitov linearneho ret’azca atomov:

Frekvenéné spektrum tepelnych kmitov atomov krysStdlu ma velky
vyznam pri Studiu tepelnych 1 elektrickych vlastnosti tuhych latok.



3.2. Akustické a optické kmity

V predchadzajucej kapitole rozoberany pripad odpoveda v trojroz-

mernej analogii kryStalom z jedného typu atdmov, kde na elementarnu
bunku pripada jeden atom.

Jednorozmernym anal6gom mriezok v ktorych su zastipené 2 r6zne
typy atomov (mriezka s primitivnou bunkou a bazou) je linearny
retazec typu

baza
! ! ! !
m m m m
n—1_ n' n' +1
o o\/‘, o o o o o o>
7\-——’;/111 ﬂz v ﬂl m” m” m”
14 _ 1 | n”

Pozn.:

V obr. su znazornen¢ rovnovazne polohy — elementarna bunka
. , . ' "
obsahuje 2 atbmy s hmotnostami 7" a m

Analogicky ako v predchadzajicom pripade mdézeme sformulovat

pohybové rovnice pre atomy v polohach 7' a n"— ich vychylky
oznaéme U, a U, :

2 1
=, )~ Bl ) )
*
2..n
e =)= ;)

Riesenie hladame v tvare postupnych vin pre u/ a u! rovnakého
typu:

u', = A'expli(kna—wt))
u" = A"expli(kna— wt)] ,

po dosadeni do rovnic (x) apo dal§ich Upravach dostdvame pre
kruhovu frekvenciu @ dve realne rieSenia pre dané £ :



2
» 1, \/ 2 . ,ak
W, =—w,| 1+, /1=y sin” — : (4 %)
27 4 2
kde

. BA [ m'm’ )
=16
’ [wl +ﬂ2>2] (' +m"Y

Hlavné zavery 7 rieSenia:

Danému vlnovému ¢&islu k& odpovedaju 2 rieSenia — dve rozne
postupné vlny s roznymi frekvenciami, ozn. @_a o, ,

—> pre kaZdy typ vinenia — vlastny disperzny vit'ah:

o_= (k)

Graf disperznych vztahov:

@ —> dve disperzne vetvy:

spodna, tzv. akustickd

0 ,zakazane® — odpoveda akustickym kmitom,

pasmo

0 horna, tzv. opticka
! — odpoveda optickym kmitom,

: medzi nimi — ,,zakdzané* pasmo
0 ' k frekvencii.
7/a

Povod nazvov:

akustické kmity — pre velké A — o k , ako u zvukovych vin,
optické kmity = — elmag. viny (z oblasti IC) tychto frekvencii su
absorbované 16novych krystaloch.



Frekvencné spektrum kmitov.

— ziskame z dvoch disperznych vztahov,
— pre kone¢ny retazec z 2G atobmov = 2G rdznych frekvencii
p v oboch vetvach (v kazdej G)
A

do

Akustické a optické kmity ,nazorne*“:

Rozoberme retazec z atbomov M a m, uvazuyme priecne kmitanie
Castic a podmienku M >m .

_‘, ° ’ ° o ° o

Stav k=0 :

Akustickym kmitom odpoveda kmitanie retazca typu:

Jtl Okamzity stav kmitania oba podmriezky kmitaju
*,-"t $- o s rovnakou fazou a rovnakou
__________ _‘_ - - "= - . 14
2 “u. o amplitadou

Optickym kmitom odpoveda kmitanie ret'azca typu:

Okamzity stav kmitania

qfi"';l_ 53 \;:—:!\’—/—‘I—————Ii}-.- mriezky kmitaju v protifaze
I i ad i T T. — tazisko baze zostava v kl'ude
Stav k= / 2

akustické kmity — atomy typu m v kl'ude, atomy typu M kmitajq,
optické kmity = — atomy typu m kmitaja, atomy typu M v kl'ude.



3.3. Kmity trojrozmernej kryStalickej mriezky.
Kmitové moédy

Rozoberme kmitanie atomov v kryStale s kubickou symetriou,
s vonkaj$imi rozmermi L X L X L , hrany ktor¢ho su paralelné
s hranami elementarnych buniek.

elementarna bunka . kryStal

: /
1

¥ :

a ! al Y
1
XA~ .-t il niaiels)>
L

Uvazujme vSeobecny tvar rovinnej postupnej viny Siriacej sa v spo-
jitom prostredi v 'ubovolnom smere, udanom vinovym vektorom k&

N (o)
il(7)=1i,e
resp. v ortogondlnom systéme osi XYZ

=\ = ilkex+k, y+k z-ot)
u(r)—uoe :

9

kde i, —amplitida viny (kmitov), udavajuca sucasne polarizaciu viny

(ak 7 |lk — pozdlzne vinenie, ak 2, | k — priecne vlnenie).

Zaved'me suradnicovy systém osi XYZ do obrazku hore, potom
suradnice mriezkovych bodov budu:

x,=la [=0,%1,..,+G/2
y, =m.a m=0,*1,..,+G/2
z, =n.a n=0,%1,.,+G/2

a rovnica postupnej viny (v skaldrnom tvare)

. i(kx.la+ky.ma+kz.na—a)t)
Z/tl,m,n T qu



Uvazujme periodické Born — Karmanove okrajové podmienky, teda:

Z/ll+G,m+G,n+G — Z/ll,m,n

Po dosadeni a iprave = podmienka pre pripustné hodnoty k,, k,, k. :
2 N 4r 2z

k.=0,t—,*—,..,—-g,..
L L L
k =0,+ 27[,i 4”,.“,2”,&”- — tj. diskrétne hodnoty.
g L L L
k. S L S
L L L

Ak sa obmedzime na fyzikalne r6zne kmitové stavy (pozri jedno-
rozmerny pripad) = potom pripustné hodnoty k., k,, k. lezia vo
vnutri 1. Brillouinovej zony ( v tomto pripade kocka o hrane 2z /a ):

T T
<k k<
a a

Znazornenie dovolenych hodnot [ v Brillouinovej zone:

(vrezepre f_=0)

y
Q——o—-o——o-—-<——o-—-o——o-—-<|'> . . s
I | jeden z moznych smerov
6 o o o A 2 irenia sa postupnej viny
| -’
Q o o o o_, o JI>
dl> k I
(o] (o] (o] (o] (o] (o] Q
T \ T kx
SR S NN oo o4 = >
a ! 1 da
b o o o o o o o Q . . ;
! 1 <———— 1. Brillouinova z6na
é o o o o o o JI)
! I
<} o o o o o o Q---z--
: ! 1 27/ L
o-—-o——o-—-o——T-—-o——o-—-CIJ——JP— --
<>
27/ L

Z rozboru (i1 z obrazku) vyplyva , ze na kazdi dovolent hodnotu k

3
pripada v fk - priestore objem (2;) :



—

Pocet dovolenych hodnét k v celej Brillouinovej zone:
3

27
v o 3 y N .
_ _tzmy _\ 4 _ é _ G3 €O sa rovna poctu atomov
( 27[)3 27 3 g v celom krystali.
L L

Postupné viny Siriace sa v krystali sa odliSuju nie iba hodnotou
vlnového vektora k, ale aj polarizdaciou viny (vektor i) — tj. smerom

vychyliek atbmov voci smeru £ .

Vseobecne plati:

Vinu s Pubovolnou polarizdaciou je mozné vidy zapisat’ ako
superpoziciu 3 vin (s tym istym k) so vzdjomne ortogondlnymi

polarizdciami — jedna pozdizna a dve prie¢ne:
a7,k )= 7.k )+a,, (7.5 )i, (7 k) -
Kazdej z tychto 3 typov vin odpoveda vlastny disperzny vit'ah

@ | Pozn.:

Na obr. s znazornené
disperzné vztahy pre

iz akustické kmity
( pre kubicky krystal
11=12)
k

Definicia: kmitovy méd

Postupni  vinu, majicu jednu ztroch (ortogonalnych) smerov
polarizacie a niektort dovolentl hodnotu vlnového vektora k nazyvame
kmitovym mddom.

V prenesenom vyzname za kmitovy mod povazujeme konkrétny stav
kmitania krystalu, ktory je generovany vysSie popisanou postupnou
vinou.



Otdzka: Kolko roznych kmitovych modov md vyssie rozoberany
kubicky krystal s rozmermi LXL XL ?

Pocet dovolenych hodnét j v Brillouinovej zone je N,

pre kazdé f — 3 typy polarizacie = pocet médov = 3N .

Pre zloZitejsie typy kryStalickych mrieok (nizSia symetria,
p — atdmov v baze) je rozbor obtiaznejsi.
Pre dany smer t méame 3p disperznych vztahov, z toho:

— 3 disperzné vztahy pre akustické vetvy

— 3(p—1) disperznych vztahov pre optické vetvy.
Celkovy pocet roznych kmitovych modov krystalu je tiez 3N,
kde N je pocet vSetkych Castic krystalu.

Frekvencné spektrum kmitov trojrozmerného krystalu

Frekven¢né spektrum kryStalu sme uz definovali vztahom

dz
flw)= do

kde dz— po&et roznych kmitovych stavov v intervale (@, +dw).

M

Podla definicie kmitového médu vyjadruje funkcia f (@) tiez hustotu
kmitovych modov daného krystalu.

Znalost’ frekvencného spektra kryStalu ma rozhodujucu tlohu pri:
— §tadiu transportnych javov,
— S§tudiu interakcie kryStalu s elm. vlnenim,
— vycisleni celkovej energie kmitov kryStalu (Stadium
tepelnych vlastnosti krystalu).
Vy¢cislenie frekvenéného spektra krystalu je vo vSeobecnosti tloha

velmi zlozZita, v d’alSom texte je uvedeny vypocet za zjednoduSenych
podmienok.

Vypocet frekvencéného spektra f(w) trojrozmerného krystalu za
zjednodusenych podmienok:

a) kubicky kryStal (primitivna elementarna bunka),
b) najjednoduchsie disperzné vzt'ahy @ oc |k| (pozri obr.).



L~ o=v.k @

k
Uvazujme najprv médy odpovedajiice pozdlZnym vindm.

Pocet tychto moédov v guli s polomerom k (v f — priestore):

Brillouinova zéna

“7k> objem gulev § — priestore

3
(27[) objem pripadajici na 1 dovolent hodnotu £
L

3 3

_kV _ Vo . kde bolo pouzité L>=V (V— objem kryitalu)
6’ 67[2\/”3 a w=v.k

Vo' o
53 dw , &o je podet kmitovych modov

TV v intervale (@,0+dw) .

Diferencovanim = dz =

dz Vo'

T do 27z2v|f’

Teda fll ( a))



Uplne analogicky, pre hustotu médov odpovedajiicim priecnym vinam

£ ()= LGf —  pre jednu disperznu vetvu
1 ol Vi (pre jednuz | polarizacii).

Vysledné frekvencné spektrum: (a)) = fll (a)) +2f N (a)) , teda

Vo' Vo' Vo'l 2]
27[2\/”3 27’y 27’

_|_
3 3
VH vV,

3V’

V pribliZzeni V=V, =V — f(a)) o 272'2\/3

V grafe:

f (@)

horn¢ ohranicCenie spektra —

@w,, — Debye-ova frekvencia

o, @

Pozn.: 'V obr. je plnou Ciarou znazorneny idealizovany priebeh pre
,,sféricku‘ Brillouinovu zonu,

¢iarkovane — so zapo€itanim faktu, Ze pre |k|> z/a sféra k
presahuje Brillouinovu zonu, teda pribudajt iba
stavy z rohov zony.

Medznu frekvenciu kmitov @, je mozn¢ urcit z podmienky, Ze
celkovy pocet modov krystalu je 3N (kde N je pocet Castic kryStalu)

. 6NV’
V

° VW)
J.f(a))da)zzﬂzv3- 3D =3N = @, =
0




3.4. Energia kmitovych médov. Fondény

Vychadzajic z definicie kmitového modu (postupnd vlna Siriaca sa
kryStalom, s danym smerom polarizicie a s danou dovolenou hodnotou
k ) — pod pojmom energia kmitového médu rozumieme:

sucet energii (kinetickych + potencidlnych) vSetkych castic
kryStalu, ktorymi sa uvedenda vina Siri.

Ake hodnoty energie moze nadobudat’ dany kmitovy mod?

Kvantovo-mechanickym vypoctom je mozné ukazat’ ekvivalenciu:

kmitovy mod <« kvantovy linedarny harmonicky oscildator
(s tou istou kruhovou frekvenciou w).

Energetické spektrum kvantového linedrneho oscilatora (v dalSom
KLHO) je zndme

En:ha)(n-l-;) , kde n=0,1,2,.. ()

Teda: Energia daného kmitového médu je kvantovana (x) a pre
d’alSie uvahy je mozné kazdy kmitovy mod (teda kmitanie
celého suboru cCastic krystalu pod vplyvom postupnej viny)
nahradit’ kmitanim jedného KLHO s odpovedajiucou kruhovou
frekvenciou w.

PretoZe v krystali existuje 3N kmitovych mddov,
— nahradenie s 3N KLHO s rozli¢nymi frekvenciami w.

Hodnota energie daného kmitového modu pri teplote T :

Vychadzajic z vysSie opisanej ekvivalencie je tato energia totozna so
strednou hodnotou energie odpovedajuceho KLHO pri danej teplote 7',

_ ho

teda E = o , kde k — Boltzmannova konstanta.

el —1




Celkovda energia kmitov kryStalu (tepelna energia krysStilu) pri
teplote T :

,

E=Y &t =)= [ f(@)e(w)do -
vSetky =0 0
mody

teda pre vypocet tepelnej energie kryStalu je potrebné poznat
frekvencné spektrum.
Pojem: fondn — kvazicastica tepelnych kmitov krystalu
Zavedenie: energia dan¢ho kmitového modu je kvantovana:

En = ha)(n + lj = Eo +nho , kde E,— energia nulovych
2 kmitov,

AE=FE nil E S Al ,teda energia sa meni po kvantach 7.

Definicia: Kvazicastica s vysSSie wuvazovanym elementdarnym
kvantom energie kmitov Tl sa nazyva fonon.

Priklad: Kmitovému moédu s frekvenciou @ prislicha pri teplote T

ho
ho
_ , |
n= g(a)) — € -1 =— l fondénov s frekvenciou w.
ha ho e
e —1

Pozn.: inému kmitovému modu (iné @) pri tej istej teplote — iny
pocet fononov.

Pri zvySovani teploty — vzrastd pocet fonoénov v krystale ,
pri poklese teploty —  klesd pocet fononov v krystale.

Kvazicastici fondnu je mozné priradit’:

energiu | &y = ho

—

hybnost’ ﬁ = hk , kde k — vInovy vektor postupnej viny.




KvéziCastica fonon — vel'mi uzitocny objekt pri Studiu transportnych
javov:
pruzny, resp. nepruzny rozptyl fotonov, elektronov, atd. na

tepelnych kmitoch mriezky je takto mozné rozoberat’ ako ,,zrazky*
danej Castice s fononmi, napr.:

foton — fonon
elektron — fonon ,

s uvazovanim odpovedajtcich zakonov zachovania energic FE ,
resp. hybnosti p .



3.5. Tepelné kapacity tuhych latok

Podla prvej vety termodynamickej sa teplo dodané ststave rovna
suctu prirastku vnitornej energie sustavy a praci vykonanej sustavou.

dQ =dE + pdV (+)
Energia tuhej latky je jednoznaéne urcena teplotou a objemom sustavy,

dE:(ﬁ—EJ a’T+(a—Ej dV
or )y ro

teda orv

Po dosadeni do () a uprave —

dQ = (%deT + KZ—?)T + p} av (%)

Dolezitymi charakteristikami tuhych latok z hl'adiska ich tepelnych
vlastnosti st moldrne tepelné kapacity C, a C, definované vztahmi:

o) o e
ar ), - dr ),

(teplo, ktore je potrebné dodat jednému molu latky na zvysenie
teploty o 1 K, pri konstantnom objeme, resp. pri konstantnom tlaku).

Z hladiska vSeobecného rozboru je najvyhodnejSie pracovat’ s molar-
nou tepelnou kapacitou Cy , pre ktora, podl'a () a (x#x*) plati:

=
or ),

pri¢om, pre mall teplotni rozt'aznost’, plati pre tuhé latky tiez C, = C;, .

PretoZze meranie tepelnych kapacit tuhych latok je experimentéalne
jednoduché¢ =  vzdjomné porovnanie experimentdilnej zavislosti
C, =C,(T) pre rozne latky a teoretickej —
vycislenej z daného modelu kmitov atomov latky
— moZze potvrdit, alebo vyvratit spravnost

uvazovaného modelu.
V d’alSom texte st uvedené r6zne teorie (modely) tepelnych kapacit

z historickeého hladiska, vychadzajice zroéznych modelov kmitania
atomov tuhej latky.



3.5.1. Klasicky model

Vychadza z tychto predpokladov:
N— atomov kryStialu kmita nezavisle jeden od druhého v troch
navzajom kolmych smeroch

= aproximdcia 3N klasickymi oscilatormi
(kryStal ma 3N stupiiov vol'nosti).

Podl’a klasickej Statistickej fyziky — na kazdy stupent vol'nosti pripada

strednd hodnota energie E =y +Epy = ; kT + ; KT =kT -

Energia kmitov vSetkych Castic krystalu:

E=3N.kT , vztiahnutanalmol F =3N kT =3RT

— moldrna tepelna kapacita CV =3R (*)

— nezavisi na type latky,
— nezavisi na teplote.

Vysledok z klasického modelu C, =3R — tzv. Dulong-Petitov zdkon.

Porovnanie s experimentom (vid' aj dolny graf):

— priblizne dobry vysledok pri vysokych teplotach,
— nespravna teplotna zavislost’ (experim. Cy klesak 0 pri 7—0)

Experimentdlne zavislosti C, =C,(T) pre rézne krystdly:

3R

C (diamant)

100 200 300  T[K]



3.5.2. Einsteinov model

Presnejsi popis zavislosti C, =C, (T) poskytuje kvantovd Statistika.

Einsteinov model, vyuZivajici kvantovu Statistiku, vychadza z tychto
predpokladov:
a) kmity jednotlivych atbmov st na seba nezdvislé,
b) pri vychyleni atbmov z rovnovaznych poloh — elastické sily,
c) vsSetky atomy kmitaju s rovnakou frekvenciou o ,
d) energia kmitajacich atomov je kvantovand.

Kmitanie kazdého atomu je potom mozné popisat pomocou troch
kvantovych linearnych harmonickych oscilatorov (KLHO), kmitanie
celého krystalu — pomocou 3N KLHO.

Stredna hodnota energie jedného KLHO pri teplote T — ak uvazu-
jeme 1 energiu tzv. nulovych kmitov (prvy ¢len v nasledujicom vzorci):

Ezlha)+ heo

ho

ekl —1

9

kmitova energia 1 molu atomov krystalu:

1
E=3N,|Lhwt 12
2 e 1]
Molarna tepelna kapacita C, :
-1
£ ho
CVz(a—j :BNAhCz)i efl —1| = .- —
oT ), oT
ho
ho\ et
C, = 3R( w) °
v 2
ho
po derivovani a uprave: kT eﬁ 1




Rozbor vysledku.

a) zavislost’ C, = C,(T) privysokych teplotich (T — o)
hao

Oznacme ﬁ

9

X

e

Potom CV=3RX2—2. Pe T—oo = x—0
(e 1)
,  1+x , 1

= C,~ 3Rx - =~ 3Rx"— = 3R ,
(1+x-1) X

tj. chovanie sa Cp pri vysokych teplotach podla
Dulong-Petitovho zakona.

b) zavislost’ C, =C,(T ) pri nizkych teplotach (T — 0)

X

e
CV:3Rx2— Pre T—-0 = x—>owm®

2
(e -1)
x 2
e X
: 3R— >0
() ‘
teda kvalitativne dobra zhoda s experimentom,

ale kvantitativne iné chovanie pri nizkych
teplotach:

= C,~ 3Rx’

Q

experiment (v okoli nizkych teplér) — C, = konst .T° pre izolatory,
C, =konst . T pre kovy.

Dal3i nedostatok — ako interpretovat’ jedinu frekvenciu e s ktorou
kmitaju vSetky atomy?

Dodatok: zavislost C, = K.T’ (v okoli nizkych teplot) pre izolatory
dobre popisuje nasledujaci model kmitov (kap. 3.5.3.),

zavislost C, — K.T u kovov suvisi s tepelnou kapacitou
elektronového plynu (pozri kap. 4.2.4.).



3.5.3. Debyeov model

Vychadza z modelu kmitov trojrozmerne; mriezky, ktory bol
preberany v kap. 3.3.

Celkova kmitova energia (podla tohto modelu):

maX J— . ha)
E= jf . kde  E(@)=——
efl —1
a frekvencne spektrum kmitov krystalu, vycislené v priblizeni linear-
nych disperznych vztahov (o =v. k)

3Vw? 6NV’
W)= , pricom Wy =Op =3|———
Po dosadenti, uprave a po zavedeni tzv. Debyovej teploty | @ = hz)D
2,
Wh P @ Yt X
-— [+ da)=9NkT(—j [——dx (*)
L ST _] O) e —1
_(CE
—>  pre molarnu tepelnt kapacitu ¢, = 8_T
,
ho
3WVh ¢ o o’ 3WHT P wlet
:223I8T w10 e
TV o1 7’y ( ho ] ’
6
resp. vyjadrenie pomocou 3T xte®
Debyovej teploty: C =9Nk| — j —d 0,
O 0 (ex - 1)

Pozn.: Rozborom tohto vztahu ( resp. vzt'ahu (*) ) sa da ukazat, ze
pre nizke teploty plati C, = konst . T".

Pozn.: PresnejSie vztahy je moZzné¢ ziskat’ dosadenim za f'(w) korekt-
nejSich funkcii (uvazovanim presnych tvarov disperznych
vztahov — z vetiev akustickych 1 optickych, s reSpektovanim
nesférickej Brillouinovej zony, atd’.).
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