4 Dynamika sustavy hmotnych bodov a tuhého telesa

Polohovy vektor taziska n hmotnych bodov pocitame podl'a vzt'ahu:

n
, 1 ,
rr = E m;r;,
i=1

kde T, je polohovy vektor hmotného bodu s hmotnostou m; a m je hmotnost’ celej sustavy hmotnych
bodovm = YL, m;.

Polohovy vektor taZiska telesa so spojito rozloZemou hmotnostou pocitame tak, ze sumy
Vv predchadzajtcich vzt'ahoch nahradime integralmi:

. Jrdm 1 ([,
rr = fdm =Efrdm,
kde 7 je polohovy vektor hmotného elementu dm.

Veta o pohybe taziska sustavy hmotnych bodov: Vektorovy stcet vsetkych sil F posobiacich na
sustavu hmotnych bodov je rovny sucinu celkovej hmotnosti sustavy a zrychlenia jej taziska dr, ¢o
znamena, ze tazisko sustavy sa pohybuje posuvnym (translacnym) pohybom ako ¢astica hmotnosti
m, na ktoru posobi vysledna sila F:

-

F = mar.

Veta 0 hybnosti sustavy hmotnych bodov: Ak pre hmotny bod vyuzijeme definiciu hybnosti  p; =
m;V;, predchadzajiucu rovnicu mozno zapisat’ v tvare:
L, dp
Fo
dt

kde p = Y; p; je celkova hybnost’ sustavy.

Vysledna sila F posobiaca na stistavu hmotnych bodov spdsobuje zmenu celkovej hybnosti sistavy
p V Case.

Zakon zachovania hybnosti pre sustavu hmotnych bodov: Ak vyslednica vonkajSich sil F
posobiacich na ststavu hmotnych bodov je nulova, potom celkovd hybnost’ sistavy ostava v Case
konS$tantnd — nemeni sa:

—=0 p = konst
=0=>7p = .
dt

Ststava hmotnych bodov, na ktorti nepdsobi vonkajsia sila, sa nazyva izolovana ststava a plati v
nej zakon zachovania hybnosti.

Pre hmotny bod s hmotnost'ou m; s polohovym vektorom 7;, ktory sa pohybuje rychlostou v;,
a posobi nan sila ﬁi mozno definovat’ d’alsie veli¢iny - moment hybnosti Zi a moment sily ﬁi :
zl‘ :ﬁ'Xﬁi, Mi :ﬁ'Xﬁi,
pri¢om pre suvis medzi nimi plati:
Lode
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N

-

> Mi na sustavu pdsobiacich je rovny derivacii celkového momentu hybnosti stistavy L=
podra Casu:

M,_df
S dt’

Veta 0 momente hybnosti sistavy hmotnych bodov: Vektorovy sti¢et vSetkych momentov sil M=
XL

Zakon zachovania momentu hybnosti sustavy hmotnych bodov: Ak je celkovy moment sily M,
ktory na ststavu posobi, nulovy, potom plati:

-

dL -
— =0 = L = konst,,
dt

teda moment hybnosti sistavy sa v tomto pripade zachovéva.
Kineticka energia telesa pri otaCavom pohybe telesa je dana vztahom:
15 2
E k=3 lw ,
kde veli¢ina definovand integralom I = [ r? dm sa nazyva moment zotrvacnosti telesa a w je uhlova
rychlost’ otacavého pohybu.

Steinerova veta: ak I je moment zotrvac¢nosti telesa hmotnosti m vzhl'adom k nejakej osi a I je jeho
moment zotrvac¢nosti vzhl'adom k osi prechddzajicej taziskom a rovnobeznej s prvou osou, pri¢om
vzdialenost’ oboch osi je a, potom plati:

I = I, + ma?.

Celkova kineticka energia telesa pri otaCavom pohybe: Ak teleso nie je upevnené, ale sa volne
pohybuje v priestore, je vysledna kineticka energia pohybujtceho sa telesa rovna stuctu kinetickej
energie otacania okolo pevnej osi prechadzajucej t'aziskom a kinetickej energie postupného pohybu
spojeného s pohybom t'aziska:

1 1
Ex =5 lhw? + S mvi.

Moment hybnosti je mierou otacavého pohybu telesa. Velkost momentu hybnosti je rovna sucinu
momentu zotrva¢nosti telesa I a jeho uhlovej rychlosti @, smer lezi v 0si ota¢ania:

L=13.
Dosadenim tejto rovnice do vety o momente hybnosti dostaneme:
dL

M=—=1Ia.
dt

Tato rovnica je pohybova rovnica pre otacajuce sa teleso a hovori, Ze celkovy moment sil posobiaci
na teleso otacajuce sa okolo pevnej osi sa rovna sucinu jeho momentu zotrva¢nosti I vzhl’adom k osi
ota¢ania a uhlového zrychlenia @ .

Praca W vykonana vonkaj$imi silami pri otoceni telesa o uhol ¢, — ¢, je definovana vzt'ahom:
_ (P2
W=, Mdop,

W = AE, = 31w} — 21w,
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Vykon, ako praca vykonand za jednotku Casu, je dand vzt'ahom:

= _u
_dt_ w .

Pre dobu kmitu fyzikdlneho kyvadla plati:

2T I
T=—=27 ’—
w mgr

kde I je moment zotrvacnosti kyvadla vzhl'adom na os otacania a r je kolma vzdialenost’ jeho t'aziska

od osi otadania.

Ulohy
Tazisko, moment sily, moment hybnosti, moment zotrva¢nosti

Uloha 4.1R

Styri hmotné body s hmotnostami m; =2 g, my=5g, ms = 10 g a ms =7 g st rozloZené v priestore v
bodoch Ar [— 4§2;7], Az [— 2;—3;—4], Az [— 4;2;7] aAs [1;—4;—6], kde suradnice v zatvorke su dané v
centimetroch. Vypocitajte suradnice t'aziska tejto sustavy hmotnych bodov.

[-2,125 cm; -0,792 cm; 0,917 cm]

Uloha 4.2

Sedem §tvorcov So stranou a = 1 cm zanedbatel'nej hrubky tvori pismeno L (obr.4.1). Vypocitajte
suradnice jeho t'aziska.

[0,429 cm; 1,429 cm]
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Obr. 4.1 Obr. 4.2
Uloha 4.3R

Vypocitajte sturadnice taziska utvaru, ktory vznikne, ked’ z homogénneho Stvorca zanedbatelnej
hrabky, s dlZzkou strany a, vystrihneme rovnoramenny trojuholnik podla obr. 4.2.

[7a/18; a/2]
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Uloha 4.4
Vypocitajte suradnice taziska utvaru, ktory vznikne, ked’ z homogénnej tenkej kruhovej dosky
s polomerom R =0,5m vyrezeme $tvorec so stranou a = R/2, ktorého stred je vo vzdialenosti d
= R/2 od stredu kruhovej dosky (obr. 4.3).
[-0,02 m; 0]
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Obr. 4.3 Obr. 4.4
Uloha 4.5

Vypodtitajte suradnice t'aZiska utvaru, ktory vznikol tak, Ze z obdiZnika so stranami a, b bol vyrezany
polkruh polomeru b/2, ktory bol nasledne prilozeny na druht stranu obdlZznika (obr. 4.4).

[-nh/8; 0]

Uloha 4.6

Z homogénnej kruhovej dosky s polomerom R vyreZzeme kruh o polomere r = R/2 (obr. 4.5) medzi
stredom kruhu a obvodom. Vypocitajte polohu t'aziska takéhoto ttvaru.

[-R/6; O]
JLy ¥
R
r X W
.Tt
/0N
' x,
Q
Obr. 45 Obr. 4.6
Uloha 4.7”*

Vypocitajte polohu t'aziska homogénnej dosky tvaru rovnoramenného trojuholnika s ramenami b  a
zakladnou 2a (obr. 4.6).

p—az v
[0; 3 3

Vysvetlivky: R —{iloha medzi rieSenymi prikladmi, * — Gloha nédro¢na na rieSenie



Uloha 4.8

Vypocitajte suradnice taziska:

a) drotu polomeru R ohnutého do tvaru Stvrtkruznice,

b) homogénnej polkruhovej dosky zanedbateI'nej hrubky s polomerom R,
¢) homogénnej polgule s polomerom R.

[a) [2R/w; 2R/x]; b) [0; 4R/(37)]; c) [0; O; 3R/8]]

Uloha 4.9

Na koncoch pevnej homogénnej ty¢e dizky 100 cm visia zavazia tiaze 150 N a 50 N. TiaZ tyce je
20 N. Vypocitajte, v ktorom mieste treba ty¢ podopriet’, aby zostala v rovnovéhe.

[27,3 cm od miesta posobenia zdvazia s tiazou 150 N]

Uloha 4.10

Akou silou posobi Sofér pri otacani na volant, ak priemer volantu je 40 cm a moment sily ma hodnotu
5N-m?

[F=12,5N]

Uloha 4.11

Teleso valcovitého tvaru hmotnosti 10 kg a polomeru 20 cm sa ota¢a konstantnou uhlovou rychlostou
st okolo svojej geometrickej osi. Vypoditajte moment hybnosti telesa vzhladom na l'ubovol'ny bod
osi otacania.

[L = 0,628 kg-m?.s]

Uloha 4.12R*

Vypoditajte moment zotrvagnosti homogénnej ty&e dizky |, prierezu S a hmotnosti m vzhl'adom na os
kolmu na smer dlzky a) prechadzajicu koncovym bodom tyce, b) prechadzajticu stredom tyce.

[l =iml% I =2ml?]

Uloha 4.13

O kolko treba predizit homogénnu ty¢ dizky 0,75 m, aby sa jej moment zotrvaénosti vzhl'adom na
os kolmu na tyC a prechadzajicu taziskom tyce zdvojnasobil? Ty¢ predlzime pridanim materialu.
[AL = 0,26 | = 0,195 m]

Uloha 4.14R*

Vypocitajte moment zotrvacnosti kruhovej dosky hmotnosti 2 kg s polomerom 10 cm vzhl'adom na
os prechadzajicu a) stredom dosky, kolmo na rovinu dosky, b) bodom vo vzdialenosti 5 cm od stredu
dosky, kolmo na rovinu dosky. Hribku dosky zanedbajte.

[@) o= 0,01 kg-m?; b) | = 0,015 kg-m?]

Uloha 4.15%*

Vypocitajte moment zotrvac¢nosti dutého valca vzh'adom na jeho geometrick os. Hmotnost’ valca je
3.3 kg, vyska valca je h, vnatorny polomer 0,12 m a vonkajsi polomer je 0,23 m.

[I =873 kg-m?]
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Veta o0 pohybe t’aZiska, zakon zachovania hybnosti, momentu hybnosti,
a celkovej mechanickej energie

Uloha 4.16

Na jednom konci lod’ky, ktora pokojne stoji na vode, je ¢lovek. O kol'ko sa lod’ka posunie, ak clovek
prejde na jej druhy koniec, ked’ tiaz ¢loveka je G, tiaz lod’ky P a dlzka lod’ky 2a? Odpor vody pri
pohybe lod’ky zanedbajte.

[d=2aG /(G + P)]

Uloha 4.17R

Vagén nalozeny pieskom hmotnosti 50 t, sa pohybuje priamociarym rovnomernym pohybom po
vodorovnej rovine rychlostou 5 m-s™. Oproti nemu ide prazdny vagon hmotnosti 20 t rychlostou 20
m-s1. Po naraze sa vagony spoja. Ako sa budii pohybovat po zrazke?

[v=-214ms?

Uloha 4.18

Vozik s pieskom hmotnosti 150 kg sa pohybuje rovnomernym priamociarym pohybom
po vodorovnej rovine rychlostou 2 m-s™. Oproti nemu leti gul'a hmotnosti 2,5 kg rychlostou 80

m-s, narazi na vozik a zaryje sa do piesku. AKo sa bude vozik pohybovat’ po zrazke?
[v=0,66 m-s?]

Uloha 4.19

Krasokoréuliar sa otaca okolo zvislej osi S0 stalou frekvenciou 5 s, pri¢om jeho moment zotrvacnosti
vzhl'adom na os otadania je 3 kg-m?. Ako sa zmeni jeho uhlova rychlost’ oti¢ania, ak roztiahnutim
riik zvicsi svoj moment zotrvacnosti na 5,5 kg-m??

[Aw=-14,357]

Uloha 4.20

Drevena homogénna ty¢ dizky 0,4 m a hmotnosti 1 kg sa moze otacat’ okolo osi, ktora je na ty¢ kolma
a prechadza jej stredom. Na koniec ty&e narazi strela hmotnosti 107 kg letiaca rychlostou 200 m-s™
v smere kolmom na os aj na ty€. Vypocitajte uhlova rychlost’, ktorou sa ty¢ da do otdcavého pohybu,
ked’ v nej strela uviazne. Moment zotrvaénosti ty¢e vzhl'adom na os kolmu na ty¢ a prechadzajicu
jej stredom je I = L mli?.

[0 =29,15"]

Uloha 4.21R

Ty¢ hmotnosti 2,5 kg a dizky 2 m je vo zvislej polohe a mdzZe sa otadat’ okolo vodorovnej osi
prechadzajucej jej koncovym bodom. Akou rychlostou prejde horny koncovy bod tyce svojou
najnizsou polohou, ked’ ty¢ pustime z najvyssej polohy? Moment zotrvacnosti tyce vzhl'adom na danu
osjel =Iml?.

[v=10,8 m:s?]
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Uloha 4.22

Ty¢ dizky 1 m je upevnena tak, e sa moZe ota¢at’ okolo vodorovnej osi prechadzajucej jej koncovym
bodom. Akt rychlost’ treba udelit’ dolnému vol'nému koncovému bodu tyce, aby pri svojom vychyleni
z rovnovaznej polohy dosiahol vodorovnu rovinu prechaddzajicu osou ota¢ania? Moment zotrvacnosti
tyCe vzhl'adom na dant os je [ = %mlz.

[v=5,43 ms?]

Uloha 4.23R

Do akej vySky sa z rovnovaznej polohy vychyli matematické kyvadlo hmotnosti 10 kg, ked’ v iom
uviazne strela hmotnosti 100 g letiaca rychlostou 200 m-s'? Aké mnoZstvo energie sa pri zrazke
premeni na teplo?

[h=0,2m: Q=1980J]

Uloha 4.24

Do telesa gulovitého tvaru, zaveseného zvisle na vlakne, narazi vodorovne letiaca strela, ktorej
hmotnost’ je 2 000-krat mensia ako hmotnost’ telesa a uviazne v iom. Aka bola rychlost’ strely pri
naraze, ked’ sa teleso po ndraze vychylilo zo svojej rovnovaznej polohy tak, ze zaves zvieral so
zvislym smerom uhol 15°? Dizka zavesu od miesta upevnenia po stred gule je 1 m.

[v=1636 ms]

Uloha 4.25

Homogénny rota¢ny valec s polomerom r a hmotnostou m sa vali bez trenia po naklonenej rovine s
uhlom sklonu a. Urcte rychlost’ a zrychlenie taziska valca po prejdeni drahy s, ked” v ¢ase t = 0 bol
valec v pokoji.

[v=2 ’ggssina;azggsina]

Uloha 4.26

Homogénna gula s polomerom r a hmotnostou m sa vali vplyvom vlastnej tiaZze po naklonenej
rovine, zvierajucej S vodorovnou rovinou uhol a. Aku rychlost’ v ma tazisko gule po prejdeni drahy
s a v akom vzt'ahu je tato rychlost’ k rychlosti v*, ktora by malo tazisko gule pri istom §mykani bez
trenia pO naklonenej rovine? Moment zotrva¢nosti gule vzhI'adom na os prechadzajicu jej taziskom

jel=2m

/—gssma v—\[v]

Otacavy pohyb tuhého telesa - kineticka energia, veta o kinetickej energii,

pohybova rovnica, vykon

Uloha 4.27

Valec s hmotnostou 15 kg sa vali po vodorovnej podlozke stalou rychlostou 5 m-s. Vypoéitajte

kinetickt energiu valca. Moment zotrvacnosti valca vzh'adom na jeho geometricku os je I =
2

Smr?,

[Ex = 281,3J]
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Uloha 4.28

Vypocitajte kineticka energiu valca s polomerom 10 cm a hmotnost'ou 2 kg v ¢ase 5 s, ked’ sa toto
teleso otaca okolo svojej geometrickej osi s konstantnym uhlovym zrychlenim /8 s. V ¢ase t = 0
bolo teleso v pokoji. Moment zotrva¢nosti valca vzh'adom na jeho geometricku os je I = %mrz.

[Ex = 0,019 J]

Uloha 4.29

Rotujuce teleso ma vzhladom na os roticie moment zotrvaénosti 5 kg-m?. Aky je prirastok jeho
kinetickej energie, ak sa jeho povodna frekvencia 5 s zdvojnasobi?

[AEx = 7 402 J]

Uloha 4.30

Vypoditajte kinetickll energiu valca s polomerom 6 cm a hmotnostou 2 kg v ¢ase 3 s, ked’ sa otaca
okolo osi vo vzdialenosti 2 cm od svojej geometrickej osi s konstantnym uhlovym zrychlenim 0,4
s2. Uhlova rychlost’ valca na za¢iatku pohybu bola 0,1 s™*. Moment zotrvaénosti valca vzhl'adom na
jeho geometrickii os je I = 2 mr?.

[Ex= 0,003 72 J]

Uloha 4.31

Homogénne teleso tvaru rotaéného valca sa rovnomerne zrychlene otdca okolo svojej geometricke;j
osi. Aky je moment vonkaj$ich sil vzh'adom na os otacania, ked’ sa hodnota momentu hybnosti telesa
vzhl'adom na os otd¢ania meni s ¢asom rovnomerne tak, Ze za 5 s vzrastie z nuly na hodnotu 0,157
kg-m?.s1?

[M=0,0314 N-m]

Uloha 4.32

Kota¢ hmotnosti 5 kg s priemerom 0,4 m kona 1 500 otacok za minttu. Pésobenim konstantného
momentu brzdnych sil sa zastavi za 20 sekind. Vypocitajte vel'kost’ momentu brzdnych sil. Moment
zotrvacnosti valca vzhl'adom na jeho geometricku os je I = %mrz.

[M = 0,785 N-m]

Uloha 4.33

Valec, ktorého moment zotrva¢nosti vzh'adom na geometricka os je 1 000 kg-m?, sa roztoéi vplyvom
sil, ktorych moment je 200 N-m. V case 60 s vonkajSie sily prestali na valec posobit’. Aka je
frekvencia otacania valca v tomto okamihu?

[f=1,915"]

Uloha 4.34

Zotrvacnik sa za ucinku sil, ktorych moment vzhl'adom na os otacania ma hodnotu M =200 N-m,
dava do otac¢avého pohybu okolo pevnej osi. Po uplynuti jednej minuty dosahuje pocet otd¢ok 120
mint. Aky je moment zotrva¢nosti zotrvaénika?

[1 = 955 kg-m?]
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Uloha 4.35

Na valec s polomerom r a hmotnostou m, ktory sa otaca s uhlovou rychlostou an okolo svojej
geometrickej osi, zaéne pdsobit’ konstantna sila, ktorej moment vzhl'adom K tejto osi je M. Vyjadrite
uhlovu rychlost’ otacania valca ako funkciu ¢asu. Moment zotrvacnosti valca vzhl'adom na jeho
geometricku os je I = > mr?.

2Mt+
w=——+w
mr? 0

Uloha 4.36

Kolko ota¢ok za sekundu vykonava ty¢ po roztodeni, ak jej moment zotrva¢nosti je 2,5 kg-m?
a na roztocenie bola potrebna praca 125 J?

[f = 1,59 57

Uloha 4.37

Akou frekvenciou sa ota¢a ty¢ hmotnosti 1 kg a dizky 0,2 m okolo osi, ktora je kolma na ty¢
a prechéadza jej stredom, ked’ kineticka energia tyce je 1 J? Moment zotrvacnosti ty¢e vzhladom na
danu os otacania je I = = ml?.

[f=3,9s7

Uloha 4.38
Koleso pri rovnomerne spomalenom pohybe zmensilo svoju frekvenciu z 4 s* na 2s? za 2 s.
Vypoéitajte pracu sil trenia, ak moment zotrvacnosti kolesa je 2 kg-m?. Aké je spomalenie kolesa?

[W=474); a=2n57]

Uloha 4.39R

Homogénna kruhova doska s polomerom 0,3 m a hmotnost'ou 60 kg sa otac¢a pod vplyvom momentu
sil 0,1 N-m. Vypocitajte uhlové zrychlenie a pracu vonkajsich sil v ¢ase 3 min, ak v ¢ase t =0 bola
doska v pokoji. Moment zotrvacnosti kruhovej dosky vzhladom na os kolmi na dosku
a prechadzajucu jej taziskom je I = >mr?.

[a=0,037s%; W=60J]

Uloha 4.40

Sily, ktorych moment v ¢ase rovnomerne rastie, rozta¢aji z pokoja kruhova dosku s polomerom 0,5
m a hmotnostou 2 kg. Akl pracu vykonaju tieto sily za prvych 20 s poésobenia, ked’ ich moment pocas
prvych 5 s naréstol z nulovej hodnoty na hodnotu 2 N-m? Moment zotrva¢nosti kruhovej dosky
vzhl'adom na os kolmu na dosku a prechadzajucu jej taziskom je I = %mrz.

[W =12 800 J]

Uloha 4.41

Valec hmotnosti 209 kg s polomerom 0,1 m sa ma otacat’ na sustruhu s konstantnym uhlovym
zrychlenim 7/4 s72. Aky vykon musi vyvintt’ motor ststruhu, ak mé rozbeh trvat’ 5 s?

[P =321W]
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Kyvadla

Uloha 4.42

Stvorcova doska so stranou a = 20 cm kyva ako fyzikalne kyvadlo okolo osi, ktora leZi v rovine
Stvorca a prechddza stranou Stvorca. Aka je peridda kmitov dosky? Moment zotrvacnosti dosky

> r ~r . ~ ’ . 5 v - 1
vzhl'adom na 0s, ktora lezi v rovine Stvorca a prechadza jeho taziskom, je I = Emaz.

[T=0,7325]

Uloha 4.43

Homogénna kruhova doska hmotnosti 2 kg s polomerom 10 cm kyva ako fyzikalne kyvadlo okolo
vodorovnej osi kolmej na rovinu dosky a prechadzajtcu jej obvodom. Vypocitajte dobu kmitu.

[T=0,78s]

Uloha 4.44

Aka bude doba kmitu matematického kyvadla, ak jeho dizku a) zvi¢sime §tvornasobne, b) zmensime
Stvornasobne?

[a) "= 2T; b) " = T/2]

Uloha 4.45*

Priama homogénna ty¢ ma dizku 1 m. Vypoéitajte vzdialenost’ od stredu tyce, v ktorej treba ty¢
upevnit’, aby sa kyvala ako fyzikalne kyvadlo s minimalnou peridédou.

[x=0,29 m]

Uloha 4.46*

V akej vzdialenosti od stredu treba upevnit’ homogénnu kruhova dosku s polomerom 10 cm, aby
kyvala ako fyzikalne kyvadlo s minimalnou dobou kmitu?

[x=7,07 cm]

Uloha 4.47

Priemer tenkého kruzku mozno zistit' aj stopkami. Kruzok zavesime na vodorovnu ostrii hranu,
nechame ho kyvat’ v rovine krazku a meriame ¢as. Pre 100 kyvov sme namerali ¢as 85 s. Vypocitajte
priemer krazku.

[d = 0,787 m]
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