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5 Maxwellove rovnice

Skétsky fyzik James Clerk Maxwell ukézal, Ze vSetky elektrické a magnetické
javy modzu byt opisané pomocou Styroch rovnic zahftiajicich elektrické a mag-
netické pole. Tieto Styri rovnice, zname ako Maxwellove rovnice, si také funda-
mentalne ako Newtonove zakony.

Zakon celkového prudu (rovnica (3.16)), ktory vyjadruje skutocnost, ze v okoli
vodica, ktorym tecie prad, vznikéd magnetické pole, mozno zapisat v tvare

fﬁ«ﬁ:L

Faradayov zdkon elektromagnetickej indukcie (rovnica (4.1)) hovori, Ze ak sa
meni v ¢ase magnetické pole, vznika elektrické pole:

fﬁa;_i/gdg
dt

Gaussov zakon v elektrickom poli (rovnica (1.29)) dava do suvisu elektrické pole
s jeho zdrojom - elektrickym nabojom

fﬁdﬁ:@

Gaussov zédkon v magnetickom poli (rovnica (3.3)) vyjadruje skutoénost, ze
magnetické indukéné ciary st do seba uzavreté krivky, ktoré nemaju pociatok
ani koniec (ako elektrické silo¢iary maju svoj pociatok v néboji), teda:

fé-ds“*:o.

Spolocne s tymito Maxwellovymi rovnicami v tzv. integralnom tvare sa niekedy
sucasne zapisuju rovnice vyjadrujuce vlastnosti materialu:

5 = Er€0E_:,

é = Mr,uoﬁ
a —
j=~FE.

Maxwellove rovnice mozu byt zapisané aj v inom, takzvanom diferencidlnom
tvare, ktory je ¢asto vhodnejsi ako integralny tvar.
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Aby sme transformovali Maxwellove rovnice z integralneho do diferencidlneho
tvaru, budeme vyuzivat dve vety zndme z vektorovej analyzy. Prva je tzv. Gaus-
sova veta, ktora dava do suvisu integral cez uzavrett plochu z vektorovej funkcie
s jej integrovanim cez objem ohraniceny danou plochou:

%ﬁd§:/V4ﬁV:/&ﬂMm (5.1)
14

kde V je operator, ktory je definovany:

d- 9= -

v 3xl+6y‘7+ 0z
. OF, OF, OF
divF = VF = =~ y z

o oy | 0:

je tzv. divergencia F.
Druhé veta je Stokesova veta, ktora déva do suvisu integral po uzavretej krivke
s plo$nym integralom cez Iubovolnt plochu, ktortt dand krivka ohranicuje:

j{ﬁ-dfz/(VXf)~d§:/rotﬁ-d§,
S

S

kde rotF = V x F sa nazyva rotacia F.
Najprv vyuzijeme uvedenti Gaussovu vetu na prepisanie zakona zachovania néa-
boja do diferencidlneho tvaru. Zakon zachovania naboja sme matematicky za-
pisali (rovnica (2.4)):

d

$i-a5--gav.

Naboj Qv v objeme ohrani¢enom uzavretou plochou S moZno zapisat ako ob-
jemovy integral cez tento objem z nabojovej hustoty py:

Qv = /ﬂvdV-
1%

Pouzijuc Gaussovu vetu (5.1), dostaneme

dpy

= d
\4 \4 14
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KedZe tato rovnica plati pre lubovolny objem, zdkon zachovania ndboja mozno
zapisat aj v nasledovnom (diferencidlnom) tvare:

Teraz prejdeme k odvodeniu Maxwellovych rovnic v diferencidlnom tvare.
Najprv budeme aplikovat Stokesovu vetu na lava stranu zdkona celkového pridu
a zapiSeme prud pomocou pridovej hustoty. MdZeme pisat

fﬁ.df:/rotﬁ.ds*:z:/;.dg,

S S

/rotﬁ~d§:/f~d§.

S S

teda

Téato rovnica plati pre aktikolvek integra¢nii plochu S, lubovolnej velkosti i tvaru,
teda vyrazy pod integralmi sa musia rovnat:

rotH = ;

Je tu ale jedna velmi délezitd vec, ktord treba spomenut v stvislosti s prvou
Maxwellovou rovnicou. Maxwell si v§imol, Ze tu je nieco zvlastne. Divergencia
lavej strany tejto rovnice bude rovna nule, pretoZe divergencia rotécie je vzdy

nulova (div (rotﬁ ) = 0). To znamen4, Ze aj jej prava strana, teda divergencia

5', mé byt tieZ nulova. Ale ak divf je nula, potom celkovy tok prudu von z
lubolnej uzavretej plochy je rovny nule. Ako vieme z rovnice divj = —8'6'%, tok
naboja cez uzavretd plochu je rovny ubytku ndboja v objeme ohranicenom touto
plochou. Tento samozrejme nemdze byt vo vSeobecnosti nulovy, lebo nédboje sa
mozu pohybovat z miesta na miesto. Maxwell predvidal tento problém a navrhol

pridat do rovnice dalsi ¢len na jej pravi stranu - tzv. posuvny prud.

Z rozmerovej analyzy je jasné, ze vyraz %—? vyjadruje pradovi hustotu a nazyva
sa hustota posuvného prudu

- 0D

JD = o

Celkova prudova hustota je rovna sume hustot vodivostnych a posuvnych priadov
a 1. Maxwellova rovnica m4 tvar:

oD

rotﬁz_f —_—.
It 5
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Aplikujme teraz Stokesovu vetu na lavi stranu Faradayovho zdkona. MoéZeme

pisat
%E-df:/rotﬁdgz—g/é-d§:/_a£.d§
dt ot
S S S

/mtﬁ.dg:/_aé.dg.
ot

S S

teda

St to plo$né integraly cez ti ist plochu, a kedZe rovnica musi platif pre Iubo-
volna plochu, plati

tE = ——
ro 8t

¢o je 2. Maxwellova rovnica.
Ak aplikujeme Gaussovu vetu (5.1) na Gaussov zakon elektrického pola a naboj
(@ napiseme ako objemovy integral z ndbojovej hustoty, mame

j[ﬁ-dgz/divﬁdV:Q:/pdV
1% 1%

/ divDdV = / pdV.

\4 \4

teda

Obe strany obsahuji objemovy integrél cez ten isty objem, aby rovnica platila
pre lubovolny objem (Tubovolnej velkosti a tvaru), vyrazy pod integrdlom musia
byt zhodné:

divD = p-
Tato rovnica je 3. Maxwellova rovnica.
Podobne ziskame stvrtd Maxwellovu rovnicu - Gaussov zakon magnetizmu:

}(é.d§:/div§dvzo
1%

a teda
divB =0,

¢o je 4. Maxwellova rovnica.
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5.1 Zakon zachovania elektromagnetickej energie, Poyn-
tingov vektor

UvaZzujme izotropné prostredie. Energia elektromagnetického pola v nejakom

objeme V je dand
1 72 772
W= [ wdr = 3 <€E + uH )dT.

\4 \4

Zmena tejto energie za jednotku casu je

dw 1 OF . 9H . QE . 9H
dt—2/<52E e + u2H - 6>d7 /<6E e +uH - 6t>d7.

v v
Pouzijuc Maxwellove rovnice rotH = 28 at + ] a rotE = —p 2 dt , po Upravach
mame:
OFE  —j  rotH OH  rotE
ot € g’ o u
% :f [6E (—?;+ rotH) +,LLH ( rotE)i| dr =
v
= [E-rotﬁ—ﬁ-rotﬁ} dr — [j- Edr.
v 14

-

Teraz vyuzijeme Ohmov zdkon E = pj a rovnost div (l; X 6) = @-rothb— b - rotd

aw - -
W-—/dlv(ExH)dT—/p] ar.
\%

a dostaneme

Pouzijuc Gaussovu (5.1) vetu mame
dw Lo\ s .
—— =— H -dS — d
= (Ex [ ritar.
%

kde plosny integral na pravej strane rovnice je cez plochu, ktord obopina uva-
Zovany objem.
Vektor

—ExH
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je zndmy ako Poyntingov vektor a posledni rovnicu mozeme pisat v tvare:

dW adS—!—/

Této rovnica vyjadruje zakon zachovania elektromagnetickej energie. Vy-
raz —M predstavuje ubytok energie elektromagnetického pola v danom objeme
za Jednotku éasu. To sa moze diat dvoma sposobmi. Prvym je tok energie cez
ohrani¢ujtcu plochu dany vyrazom ¢ & - ds , druhym je strata energie v désledku
pridenia volnych nabojov v uvazovanom objeme dand vyrazom [ p?dT.
v

Vidime, Ze Poyntingov vektor & je kolmy na vektory EaH. Vyjadruje energiu
elektromagnetického pola, ktora je vyziarena cez jednotkovii plochu za jednotku
Casu v Iubovolnom ¢asovom okamihu. M4 smer Sirenia energie, teda smer Po-
yntingovho vektora je dany smerom Sirenia sa elektromagnetického vlnenia ako
uvidime v nasledujtcej Casti.



