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7 Zaklady kvantovej mechaniky

7.1 Casticové vlastnosti elektromagnetického Ziarenia
7.1.1 Ziarenie absolttne &ierneho telesa

Elektromagnetické vlnenie je Sirenim elektromagnetickej energie priestorom. Po-
jem elektromagnetické vlnenie zahfnia Sirokt oblast javov, ktoré sa ligia svojou
vlnovou dlzkou - radiové vlny, tepelné Ziarenie, infracervené Ziarenie, svetlo, ul-
trafialové Ziarenie, rontgenové ziarenie, atd. Na prikladoch svetla a réntgenového
ziarenia sa daju demonstrovat vlnové vlastnosti elektromagnetického Ziarenia,
napr. interferenéné obrazce.

Ukazalo sa ale, zZe existuju javy, patriace do oblasti elektromagnetického zia-
renia, ktoré sa spominanym sp6ésobom - v ramci vlnenia a predstav klasickej
fyziky, vysvetlif nedaji. RieSenie tohto problému viedlo k vzniku kvantovej fy-
ziky.

Kazdé latka emituje elektromagnetické ziarenie, ktorého vlastnosti zévisia od
teploty a povahy latky. Schopnost telesa vyzarovat tzko stvisi s jeho schop-
nostou absorbovat Ziarenie. To sa d4 ocakdvaf, pretoze teleso pri konStantne;
teplote je v tepelnej rovnovahe so svojim okolim a teda musi z neho absorbo-
vat prave tolko energie, kolko vyziari. Za idealne budeme povazovat také teleso,
ktoré pohlti vetku naii dopadajticu energiu (bez ohladu na frekvenciu Ziare-
nia) a vyZiari ju vo forme tepelného Ziarenia - tzv. absolitne Cierne teleso.
KedZe schopnost telesa emitovat Zziarenie je imerné jeho schopnosti Ziarenie ab-
sorbovat, absolitne ¢ierne teleso je stucasne aj najlepsim ziaricom. Ak budeme
uvazovat idedlny pripad absolutne ¢ierneho telesa, nemusime brat do ivahy kon-
krétnu povahu ziariaceho telesa, pretoze vsetky cierne telesd sa chovaja tplne
rovnako a ziarenie bude zavisiet iba od teploty. Absolttne ¢ierne teleso si mozno
predstavit ako duty predmet napr. tvaru gule s velmi malym otvorom (Obr. 7.1).
Ziarenie dopadajtce do otvoru vstupuje do dutiny, kde sa odraza od stien az
kym sa nepohlti. Pri danej teplote steny dutiny neustdle emituji a absorbuji
Ziarenie a prave toto Zziarenie - Ziarenie absoliitne ¢ierneho telesa nas zaujima.
Moézeme ho $tudovat pozorovanim toho, ¢o vychadza z otvoru. Vysledky pozo-
rovania stuhlasia so sktsenostou:

e Cierne teleso vyzaruje tym viac energie, ¢im je teplejsie,

e relativne mnozstvo vyziarenej energie zavisi na vlnovej dlzke a tato za-
vislost mé pre teplejsie teleso maximum pri mensich vlnovych dizkach, v
porovnani s chladnejsim telesom.
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Obr. 7.1

Ak schopnost telesa pohlcovat energiu popiSeme tzv. pohltivostou:

Eabs
E b
kde FE.s je pohltend energia a E je celkova dopadajiica energia, potom pre

absolutne cierne teleso bude platit o = 1.
Dalej zavedieme veli¢inu intenzita vyZarovania definovant vztahom:

E
SAt’
kde E je energia vyziarena povrchom telesa s plosnym obsahom S za casovy
interval At. Intenzita vyZarovania je teda energia vyZiarena jednotkovou plochou
za jednotkovy casovy interval.
Spektralnu intenzitu vyZarovania (pre uréiti vlnovii dizku) definujeme
vztahom:

o =

- _L dF
AT SAtdN’

ktord stvisi s celkovou intenzitou vyzarovania Iy podla vzfahu:
oo
Iy = /I(/\)d)\. (7.1)
0
Potom pre celkoval vyZiarenii energiu mozno pisat:
E= /dEA = SAt/I(/\)d)\.

0



86 7 ZAKLADY KVANTOVEJ MECHANIKY

Na obrazku 7.2 je zndzornend zavislost intenzity elektromagnetického Ziarenia

I(0)

T,

7\'ml '}\'mZ }\‘
Obr. 7.2

od vlnovej dizky pre dve telesa roznych teplot, pricom plati: T > T. Je vidiet,
Ze ¢im ma teleso vysSiu teplotu, tym viac energie vyzaruje (plocha pod fun-
kciou I()\) je vicsia) a stucasne vlnova dizka, pri ktorej vyZaruje s maximalnou
intenzitou, sa postiva dolava - ku kratsim vlnovym dlzkam. Tieto skuto¢nosti
vyjadruju matematicky dva empirické zakony:
Wienov posuvny zidkon, ktorj hovori, ze vlnova dlzka, pri ktorej absolitne
Cierne teleso vyzaruje s maximalnou intenzitou, je nepriamo timerna absolitnej
teplote telesa

Am = T?
kde b = 2,898.1073 m - K je Wienova konstanta,
Stefanov - Boltzmannov zakon, ktory hovori, Ze celkova intenzita vyzaro-
vania (pri vSetkych vinovych dizkach) je priamo imerna Stvrtej mocnine abso-
latnej teploty telesa

Iy = oT?,

kde o = 5,67.1078 Wm 2K ~* je Stefanova-Boltzmannova konstanta.

Keby bola explicitne zndma zavislost I(\), potom Stefanov - Boltzmannov zédkon
by sme mohli ziskaf integrovanim tejto zéavislosti podla vlnovej dizky v hrani-
ciach od nuly do nekone¢na (vztah (7.1). Wienov zdkon by sme mohli ziskat
najdenim lokalneho extrému (maxima) tejto funkcie.

Néjst tiato zavislost sa koncom minulého storodia pokusili Rayleigh a Jeans po-
mocou predstév klasickej fyziky. Elektromagnetické Ziarenie v dutine s dokonale
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odréZajicimi stenami mozno popisat ako stojaté vlnenie (trojrozmerné zovse-
obecnenie stojatého vlnenia na napétej strune). V tepelnej rovnovahe atémy
(harmonické oscildtory), ktoré vytvaraja steny dutiny absolitne ¢ierneho telesa
emituji a absorbuju elektromagnetické Ziarenie. Pri danej teplote T je podla
ekviparti¢ného principu strednd hodnota energie pripadajica na jeden stupen
volnosti tychto oscildtorov %kT. Pretoze oscildtor mé& dva stupne volnosti (ki-
netickl a potencidlnu energiu), strednd hodnota energie jedného oscildtora je
2%kT = kT. A teda aj kazdé stojatd vina elektromagnetického Ziarenia v du-
tine mé strednd hodnotu energie kT (obsahuje elektricki a magnetick( energiu).
Na zéklade tychto predpokladov Rayleigh a Jeans dospeli k zavislosti

8TkT

kde k je Boltzmannova konstanta.

Tento vztah m4 vsak velky nedostatok - vyplyva z neho, Ze intenzita vyZarovania
je tym viicsia, ¢im je vlnovéa dlzka kratsia, ¢o by znamenalo, ze pri Iubovolnej
teplote by vSetky telesd mali vyZzarovat najtvrdsie ultrafialové Ziarenie a v takom
svete by samozrejme nemohol existovat ziaden zivot. Tento zjavny nestlad tedrie
a skutocnosti sa vzil pod nazvom ,ultrafialova katastrofa“ a predstavoval vo
fyzike problém, kedy sa jav zrejme nedal vysvetlit v rdmci dovtedy znidmej
klasickej fyziky.

Riesenie tohto problému vyzadovalo uplne novy pristup, s ktorym prisiel na
prelome storoc¢i Max Planck. Ekviparti¢ny princip plati iba pre spojité rozdelenie
moznych energii. Podla Plancka sa elektromagnetické ziarenie nevyzaruje (a tiez
nepohlcuje) spojite, ale v ur¢itych najmensich moZnych mnozstvach energie -
tzv. kvantach, priamo timernych frekvencii Ziarenia f:

E=hf,

kde h = 6,63.1073* Js je tzv. Planckova konstanta, ktora patri medzi zakladné
prirodné konstanty.

Teda aj energia oscilatorov v dutine absoltutne cierneho telesa sa nemeni spo-
jite, ale skokom. Najmensia moZné zmena energie (hf) je v pripade klasického
oscilatora velmi mald a nemé vplyv na popis chovania oscildtora, napr. malej
gulocky, ktord vykonéva kmity na pruzine. AvSak v pripade oscildtorov v mik-
rosvete (atémov) mé predpoklad skokovej zmeny energie dalekosiahle nasledky.

Pre stredntt hodnotu energie oscilatora E pri teplote T' sa za uvedeného pred-
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pokladu Planckovi podarilo odvodit vztah:

hf
exp (Z—%) -1
z ktorého vyplyva, ze pri relativne nizkych teplotach oscilatory kmitajace s
vysokymi frekvenciami nie si vybudené (ich stredna hodnota energie je nulova),
teda nedochadza k ultrafialovej katastrofe.

Pre zavislost intenzity vyzarovania od vlnovej dlzky pri danej teplote Planck
potom ziskal vztah, Planckov zakon Ziarenia:

E=

2hc? 1
I(A): N ex (hc)_l'
P (2T

Této funkcia sa pre malé vinové dizky blizi k nule a jej priebeh je v stlade s
experimentalne ziskanymi zdvislostami. Z Planckovho zdkona Ziarenia sa daju
vy$§ie spomenutymi postupmi ziskat oba empirické zakony - Wienov i Stefanov-
Boltzmannov. Kedze vSetky dosledky vyplyvajice z predpokladu kvantovania
energie s v uplnom stlade s experimentalne ziskanymi poznatkami, je treba
tento predpoklad povazovat za spravny.

7.1.2 Fotoelektricky jav

Dal$im vyznamnym experimentom, ktory narazal na problémy pri interpretacii
na zaklade predstav klasickej fyziky, bol fotoelektricky jav. Mozné experimen-
talne usporiadanie pre pozorovanie tohto javu je na obrazku 7.3. Fotobunka po-
zostava zo sklenenej banky, v ktorej sa nachadzaju dve elektrédy - fotokatdda
a kolektor. Fotoelektricky jav spoéiva v emisii elektrénov ti¢inkom svetla do-
padajiceho na povrch kovu.

Elektrédy su pripojené na vonkajsi elektricky obvod obsahujuci jednosmerny
zdroj elektromotorického napitia, ampérmeter a voltmeter. Ak je fotobunka v
tme, obvodom netecie prud. Pri osvetleni fotokatédy svetlom dostatocne vyso-
kej frekvencie zacina obvodom pretekat prud.

Samotny fakt, ze k takémuto javu dochadza, mozno pochopit aj na zéaklade
klasickej elektrodynamiky. Elektromagnetickd vlna by mohla v principe dodat
elektrénu energiu dostato¢nii na jeho uvolnenie z kovu. Problémy vsak nastant,
ak skimame tento jav podrobnejSie. Aparatira na obrazku 7.3 umoziuje zme-
raf maximélnu kinetickd energiu Fpmq. elektrénov emitovanych z fotokatddy.
Toto urobime tak, ze oto¢ime polaritu zdroja (fotokatéda kladnd a kolektor za-
porny). Elektrén, ktory vyleti z fotokatddy, bude v takomto pripade brzdeny



7.1 Casticové vlastnosti elektromagnetického Ziarenia 89
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Obr. 7.3

elektrickym polom medzi elektrédami. Pri malom napéti zdroja najrychlejsie
elektrény stéle dosiahnu kolektor a obvodom bude tiect priad. Ak pri tejto pola-
rite zdroja budeme zvySovat jeho napitie az do okamihu, ked obvodom prestane
tiect prad, dostaneme hodnotu napiitia Uy kedy st zabrzdené aj najrychlejsie
elektrény. Vztah medzi Uy a maximéalnou kinetickou energiou Eymq. vyjadruje
rovnica

elUy = Egmaz, (7.2)

kde e je velkost naboja elektrénu.

Typicka zavislost napitia Uy na frekvencii je na obrazku 7.4. Zo vzfahu (7.2)
je zrejmé, Ze rovnaka bude tiez zavislost maximalnej kinetickej energie na frek-
vencii. Z hladiska klasickej vlnovej tedrie je zvlastne, ze pre frekvencie mensie
ako ist4 hrani¢nd hodnota fg, k emisii elektrénov nedochédza. Podla uvedenej
tedrie by mal byt tento efekt pozorovany pri lubovolnej frekvencii, ak je inten-
zita svetla dostatoéne velkd, avSak pri frekvencii f < fo svetlo Tubovolne velkej
intenzity tento efekt nevyvols. Dalsou zvlastnostou je skuto¢nost, ze maximalna
energia nezavisi na intenzite svetla.

Tretim rozporom medzi klasickou tedriou a experimentom je skutoc¢nost, ze ne-
bolo pozorované casové oneskorenie medzi zapnutim svetla malej intenzity a
emisiou elektrénov. Podla klasickej tedrie by sa ocakévalo, Ze je potrebny isty
¢as na to aby zo svetla malej intenzity elektréon naakumuloval dostatok energie
na svoje uvolnenie.
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Uo

Obr. 7.4

V roku 1905 Albert Einstein zistil, Ze vyssie uvedené skuto¢nosti mozno vysvet-
lit za predpokladu, Ze svetlo frekvencie f je prud éastic nazyvanych fotény a Ze
energia foténu je dand vztahom

E=nf,

kde h je Planckova konstanta. V§imnime si, ze ide o najmensie kvantum energie
vyziarené oscildtormi v Planckovej hypotéze.

Fotoelektricky jav potom mozno popisat ako interakciu medzi dvomi ¢asticami
- foténom a elektrénom, v ktorej fotén odovzdava celt svoju energiu elektrénu.
Matematicky mozno fotoelektricky jav opisat Einsteinovym vztahom

hf =W + Ek:ma:ry

kde hf je energia dopadajiceho foténu, W je energia potrebnd na uvolnenie
elektrénu z kovu a Ej,q. je kineticka energia emitovaného elektréonu. Veli¢ina
W sa nazyva vystupna praca a pre dany kov ma konstantni hodnotu.

7.1.3 Comptonov jav

Ak je spravna predstava foténu ako castice s nulovou pokojovou hmotnostou,
malo by byt mozné vySetrovat zrdzky medzi foténmi a napr. elektrénmi ako
zrdzky medzi biliardovymi gulami v klasickej mechanike.

Ak fotén rontgenového Ziarenia narazi na elektrén, ktory bol v pokoji, fotén
sa rozptylom odchyli od svojho pévodného smeru pohybu a elektrén sa zac¢ne
pohybovat. Je to pruznd zrazka, pri ktorej plati zdkon zachovania energie a
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Obr. 7.5

zakon zachovania hybnosti.
V $pecidlnej tedrii relativity sme pre celkovii energiu Castice ziskali vztah:

2

v2
Vyi-a
Umocnenim tejto rovnice na druha a odstranenim zlomku ziskame stvis medzi
energiou a hybnostou

FE =

E? = p?c® + mict. (7.3)

Pre ¢asticu s nulovou pokojovou hmotnostou plati E = pc a teda p = E/¢, pre
hybnost foténu s energiou hf potom dostédvame:

hf
p=—.
Cc

Nech energia foténu pred zrazkou je hfi, po zrazke hfy, jeho hybnost pred

zrazkou % a po nej h—cﬁ, kinetick4 energia elektrénu po zrazke Ey, a jeho hybnost
p.

Potom mozno zapisat zékon zachovania energie:

hfi = hfa+ Ej (7.4)
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a zakon zachovania hybnosti:

p1 = P,
kde p1 je celkova hybnost stistavy pred zrazkou a pir po zrazke.
Tuato vektorovi rovnicu mozno nahradit dvomi skaldrnymi rovnicami pre z-ové
a y-ové zlozky hybnosti, pretoze zrazka sa deje v rovine xy:

h h
hiy _ ﬁcosap—i—pcos@ (7.5)
c ¢
h
0= ﬁsincpfpsine. (7.6)
c
Rovnice (7.5) a (7.6) zapiSeme v tvare:
pccosf = hf; — hfscosp (7.7)
pesin = hfasin p. (7.8)
Umocnenim (7.7) a (7.8) a ich séitanim dostaneme:
PP = (hf1)? — 20 f1hfzcosp + (hf2). (7.9)

Porovnanim (7.3) s vyjadrenim celkovej relativistickej energie ako suctu kine-
tickej a pokojovej energie dostaneme

p*c? = E} + 2Emoc? (7.10)

a do vyrazu (7.10) dosadime kinetickt energiu vyjadrent pomocou vztahu (7.4)

p2c = (hf1)” = 2hfihfo + (hf2)” + 2moc® (hfs — hfa). (7.11)
Porovnanim vzfahov (7.9) a (7.11) a jednoduchou tpravou ziskame
moc? (hfi — hfz2) = hfihfa (1 —cos). (7.12)

Ak (7.12) predelime vyrazom h%c?, dostaneme vysledok:

WW<ﬁ_h>:ﬂh

1-— .
h c c c c ( cos ¢)

KedZe medzi frekvenciou a vlnovou dlzkou plati stvis ¢/f = A, predchadzajici
vztah moZno prepisat zavedenim vlnovych dizok

moe (1 1) _1—cosp
R\ M X/ A
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a po uprave pre rozdiel vlnovej dlzky odrazeného a dopadajtceho Ziarenia do-
stavame

Ao — A = mioc (1-cosgp). (7.13)

Vztah (7.13) odvodil v roku 1922 A. H. Compton a jav, ktory popisal a ako
prvy pozoroval, sa nazjva Comptonov jav. Rovnica (7.13) udéva zmenu vl-
novej dizky foténu pri jeho odraze o uhol ¢ na Eastici s pokojovou hmotnostou
Veli¢ina h/(mgc) mé pre elektrén hodnotu 0,024.107% m. Najvicsi mozny né-
rast vinovej dizky podla (7.13) je pre uhol 180°, kedy rozdiel v zatvorke v (7.13)
bude rovny 2, takze maximalna zmena vlnovej dizky bude 0,048.107° m, pre
dastice tazsie ako elektrén bude zmena mensia. Kym pri viditelnom svetle je
zmena vlnovej dizky mensia ako 0,01 %, pri rontgenovom Ziareni s vlnovou
dlzkou radu 10~'° m tvori niekolko percent a je lahko pozorovatelna. Na ob-

rontgenovy
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rozptyleny \

lae X / \
\
\
4 \
|
— 1
nerozptyleny !
. 1 X !
zdroj !
monochromatickych kolimatory . /
lagov X driha S’
spektrometra s
. 7’
Obr. 7.6

razku 7.7 je vidief experimentalny posun vlnovej dizky rontgenového Ziarenia
predpovedany vztahom (7.13) pre niektoré uhly odrazu. Pri kazdom uhle obsa-
huji rozptylené lace aj ¢ast s povodnou vinovou dizkou. Tie odpovedaji odra-
zom foténov na viazanych elektrénoch, kde za pokojovii hmotnost treba dosadit
hmotnost celého atému, takZze posun bude taky maly, Ze je nemeratelny a teda
nameriame poévodnt vinova dizku.

Predstava o zrazke foténu rontgenového ziarenia s volnym elektrénom v latke
ako o pruznej zrazke (analogicky biliardovym guliam v klasickej mechanike)
viedla teda k tplnému vysvetleniu narastu vlnovej dlzky odrazeného Ziarenia,
ktory sa pomocou vlnovych vlastnosti vysvetlit nedal a Comptonov jav je dalsim
dokazom casticovych vlastnosti elektromagnetického ziarenia.
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7.2 Vlnové vlastnosti Castic
7.2.1 De Broglieho vlny, vlnovo-¢asticovy dualizmus

Od objavu &asticovych vlastnosti elektromagnetickych vin uplynuli temer dve
desafroéia, kym sa v roku 1924 objavila myslienka, ze by mohlo byt spravne aj
opacné tvrdenie - Ze Castice maji vlnové vlastnosti. V pripade objavu castico-
vych vlastnosti vin to boli experimenty, ktoré potrebovali vysvetlenie (Ziarenie
¢ierneho telesa, fotoefekt, atd.) a aj ked toto vysvetlenie bolo revoluéné, bolo
ho jednoduchsie vyslovit, ako vyslovit hypotézu o vlnovych vlastnostiach ¢astic
bez podpory experimentu. A prave v takej situécii bol v roku 1924 Louis de
Broglie, ked vyslovil, vedeny o¢akévanim symetrie prirody, myslienku, Ze hmota
mé ako Gasticové, tak aj vinové vlastnosti. Tato myslienka vyvolala hned velkt
pozornost a napriek tomu, Ze experimentéalne bola potvrdeni aZz v roku 1927,
uz v roku 1926 sa stala vychodiskom pre tspesny rozvoj kvantovej mechaniky
(Born, Heisenberg, Schrédinger).

Zhriime si najprv, ¢o vieme o foténe - Castici elektromagnetického Ziarenia s
nulovou pokojovou hmotnostou:

hybnost foténu je p = mc, energia E = hf, zo Specialnej tedrie relativity vieme,
7e E = mc?, takze pre jeho hybnost potom mozno pisat:

E hf h

c c A

t.j. hybnost foténu je uréené jeho vlnovou dlzkou.
De Broglie, vedeny intuitivnym ocakdvanim symetrie prirody, predpokladal, Ze
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predchadzajuci vztah je Gplne vSeobecny, teda pouzitelny tak pre fotény, ako
aj pre vSetky ostatné castice. Potom pre casticu hmotnosti m pohybujicu sa
rychlostou v, jej hybnost mu stvisi s jej tzv. de Broglieho vlnovou dizkou
podla vztahu:

Kazdej ¢astici s hmotnostou m pri jej priamociarom pohybe s konstantnou rych-
lostou v prislicha rovinna monochromaticka vina s vinovou dizkou . Ako vidno,
¢im viicsia je hybnost Castice, tym mensia bude jej vinova dlzka.

Vztah (7.14) déva do stvisu taka ¢isto vlnova charakteristiku, akou je vlnova
dlzka, s Gisto asticovou charakteristikou - hybnostou a matematicky vyjadruje
de Broglieho myslienku o ¢asticovo - vlnovom dualizme. Znamena to, ze kazda
Castica sa niekedy chové ako Castica (vyznamné su jej Casticové charakteristiky
ako napr. hybnost) a niekedy ako keby bola vlnenim (vyznamné sa jej vlnové
charakteristiky ako je vlnova dlzka). Samozrejme to plati aj o elektromagne-
tickom ziareni, ktoré, ako sme videli v predchadzajicej kapitole, napriek tomu,
ze ho mozno popisat ako vlnenie, sa niekedy chova ako prad castic - foténov.
Avsak nie je mozné sti¢asne pozorovat Casticové i vlnové vlastnosti hmoty. Toto
vyjadruje tzv. princip komplementarity (N. Bohr): K pochopeniu daného
experimentu musime pouzit bud vlnova alebo ¢asticovi (foténovir) tedriu, ale
nikdy nie obe sticasne.

7.2.2 Experimentalne potvrdenie de Broglieho hypotézy

Vlnova podstatu castic prvykrat experimentalne potvrdili Davisson a Germer
v roku 1927, ked pozorovali difrakciu elektrénov. Tato difrakcia je prejavom
vlnovej povahy Castic a nema obdobu v chovani newtonovskych castic.

Davisson a Germer $tudovali rozptyl elektrénov na monokrystali niklu (jeho
atémy st usporiadané do pravidelnej mriezky), pri¢om mohli menit energiu do-
padajiceho elektrénového zvizku i polohu detektora rozptylenych elektrénov
(Obr.7.8). Podla klasickej fyziky by rozptylené elektrény mali vyletovat pri-
blizne rovnako do vSetkych smerov. Davisson a Germer vSak pozorovali zretelné
maximé a minima v poctoch vyletujicich elektrénov v zavislosti od energie
elektrénového zviizku. Pozrime sa, ¢i mozu de Broglieho viny vysvetlit tento
vysledok. Pri kolmom dopade elektrénov s energiou 54 eV na niklovy tercik sa
ostré maximum v rozdeleni rozptylenych elektrénov objavilo pod uhlom 50° od
smeru povodného zvizku. Uhol dopadu i rozptylu vzhladom k systému mriez-
kovych rovin (Obr.7.9) potom bude 65°. Jedna z medzirovinnych vzdialenosti
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elektrony
s energiou
54eV 4
7
50° o~
7
monokrystal
niklu
Obr. 7.8

v krystali niklu je d = 0,091 nm. Braggova rovnica pre maxima v difrakénom
obrazci rontgenového Ziarenia je:

2dsinf = k. (7.15)

V nasom pripade, za predpokladu, Ze k = 1, je de Broglieho vlnovéa dlzka elek-
trénov po difrakcii rovna:

A = 2dsinf = 0,165nm.

Ak teraz pouzijeme k vypoctu vlnovej dizky de Broglieho vzfah pri danej kine-
tickej energii, potom s vyuzitim stvisu medzi kinetickou energiou a hybnostou

v nerelativistickom pripade

2
B, =2

2m
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dostévame:
)\ZEZL:07166nm.
p ZmEk

Tento vysledok je v dobrom stihlase s pozorovanou vinovou dlzkou, takze Davis-
son a Germer dokézali, ze zvizok Castic (elektrénov) dopadajici na monokrystal
kovu vytvéra rovnaky difrakény obrazec ako vlnenie (réntgenové Ziarenie) s vl-
novou dizkou \, pricom v pripade ¢astic je tato vinova dlzka de Broglieho vinova
dlzka, takZe Castice prejavuji vinové vlastnosti.

Vinové vlastnosti elektrénov mozno pozorovat aj pomocou Debyeovej - Scher-
rerovej metddy, ktord sa pouziva na skimanie interferencie rontgenového ziare-
nia. Réntgenové luée pri prechode tenkou kovovou féliou (predstavujiicou sttbor
mikroskopickych krystalov) sa ohybaju. Tie lace, ktorych smer vyhovuje vzfahu
(7.15), tvoria plast kuzela. Ked dame do cesty rozptylenym licom fotografickt
platiiu, kolmo na smer nalietavajtcich la¢ov, vytvoria sa na nej (v miestach
expozicie - dopadu rozptylenych lucov) ststredné krizky, tzv. difraktogram.
Také isté kruzky dostaneme aj vtedy, ak tenkou kovovou féliou bude prechiddzat
prad elektrénov. Rozptylené elektrény vytvoria na fotografickej platni (expo-
nuji ju v mieste svojho dopadu) stistavu ststrednych interferencénych krizkov -
elektronogram. Takyto elektronogram prvykrat ziskal Thomson na cinovej féli
(Obr. 7.10). Uvedené experimenty dokazuju, ze prud Castic, v tomto pripade

Obr. 7.10

elektrénov, sa niekedy sprava ako vlnenie - ma rovnaké vlnové vlastnosti, po-
pisané Braggovym vztahom, ako réntgenové (elektromagnetické) Ziarenie. Tym
teda dokazuju de Broglieho ¢asticovo - vlnovy dualizmus.

V stcasnosti je technika difrakcie elektrénov natolko rozvinutd, Ze sa vyuziva v
priemysle na skiimanie Struktiry materidlov. Prednostou tejto metédy je, Ze sa
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.....

je ovela kratgia), je mozné jednoduchym spésobom spojito menit vlnovt dizku
elektrénov (pomocou urychlujiceho napétia), Gé¢inkom elektromagnetickych poli
mozno menit smer elektrénovych lac¢ov (elektrénovy mikroskop, ktorého rozli-
Sovacia schopnost v dosledku kratkej vinovej dlzky elektrénov je ovela vyssia
ako pri optickych mikroskopoch).

Ako je to s pozorovanim vinovych vlastnosti v nasom okolitom svete?
Casticovo - vlnovy dualizmus je vSeobecny prirodny zédkon. MoZeme sa preto
pytat, akt de Broglieho vlnovit dlzku mé auto hmotnosti m = 1000 kg, pohy-
bujice sa rychlostou 20 m/s. Po dosadeni do vzfahu A = h/(mv) a vypocte
dostaneme pre vlnovit dizku hodnotu 3,315.1073% m, ¢o je také malé éislo, ze
je pre nas nerozlisitelné od nuly. Z toho je vidiet, Ze vinové vlastnosti sa v na-
Som okolitom svete neprejavuji, prejavuju sa len v mikrosvete, ¢o vSak nie je v
rozpore s univerzalnostou ¢asticovo - vlnového dualizmu.

7.2.3 Popis ¢astice pomocou vinového balika

Uviedli sme stvis vlnovych vlastnosti s éasticovymi - jednoduchy vztah medzi
vlnovou dlzkou a hybnostou ¢astice. Akého druhu si ale vlnové javy v pripade
de Broglieho vin? Aké veli¢ina vytvéara jej zmeny, tak ako zvukovi vinu vytva-
raju periodické zmeny tlaku v prostredi, ¢i elektromagnetické vinenie periodické
zmeny intenzit elektrického a magnetického pola? Keby sme uvaZovali iba Cas-
ticové vlastnosti elektrénov v- Thomsonovom pokuse, dopadajtce elektrony by
mali v elektronograme vytvorit jediné maximum so stredom presne oproti do-
padajicim elektrénom. V skutocnosti vSak elektréony vytvoria taky isty inter-
ferencny obraz ako réntgenové luce prechadzajice tenkou kovovou féliou. Elek-
tronogram zobrazuje pravdepodobnost vyskytu elektrénov. Pre elektrény teda
musi existovat charakteristika, ktord mé vlnovy charakter a stvisi s pravdepo-
dobnostou vyskytu elektrénov v danom mieste. Tato premennd veli¢ina, ktord
charakterizuje vlnovy charakter elektrénov, je vlnova funkcia, ktord savisi s
pravdepodobnostou vyskytu elektrénu v bode v ¢ase t. Matematicky tvar tejto
funkcie moze byt taky isty ako pre rovinnd vinu :

¥ = U, sin {w (tf %)] = Uqsin (wt 2;;?) = Uy sin (wt — kx),

kde k je tzv. vinové ¢islo. Kvoli zjednoduseniu vypoctov sa pouziva komplexné
vyjadrenie funkcie pre rovinna vlnu :

T = Toe (%),
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Zo vztahov pre energiu a hybnost v kvantovej mechanike plati:

E
E=hf=hw = w=-

_h _ 27mh N 2r _ p
P=X772 X
a teda vlnova funkciu mozno napisat aj v tvare:

U = Wger Pr=E) _ g eilwi-ke) (7.16)

Pravdepodobnost P, Ze elektrén sa niekde nachadza v danom c¢ase, moZe nado-
btdat lubovolnt hodnotu medzi dvomi hraniénymi hodnotami - nulou, ktora od-
povedd istej nepritomnosti a jednotkou, odpovedajicou istej pritomnosti. Am-
plitida kazdej viny moze byt ako kladnd, tak i zadpornd, ale zapornéd pravde-
podobnost nemé zmysel, samotné ¥ teda nemoze byt pozorovatelnou veli¢inou,
nie je mozné ho experimentélne interpretovat, nemd teda ziaden fyzikdlny zmy-
sel. Toto sa ale netyka |\I/|2, Stvorca absolutnej hodnoty vlnovej funkcie, ¢o je
vzdy kladné ¢islo. Veli¢ina |\Il|2 je tmerna pravdepodobnosti experimentalneho
najdenia Castice v .danom ¢asovom okamihu ¢ v mieste x a nazyva sa hustota
pravdepodobnosti. Tato interpretaciu prvykrat navrhol Max Born v roku
1926.

Ak navrhnuté vlnova funkcia (7.16) predstavuje ¢asticu, hustotu pravdepodob-
nosti vyskytu tejto Castice vypocitame ako druhti mocninu absolutnej hodnoty
vlnovej funkcie:

(O = 0.0 = Toeh P7=E0 gre= k(2 =50 — g, |, (7.17)

kde ¥* je funkcia komplexne zdruzend k funkcii ¥. Hustota pravdepodobnosti
je kongtantnd, takze pravdepodobnost vyskytu ¢astice je rovnakd v celom pries-
tore. Vlna je prili§ ,8irokd“ - neuréitd na to, aby mohla predstavovat Gasticu.
Tato vlna predstavuje Casticu s presnou hodnotou vinového ¢isla k, ktoré priamo
stvisi s hybnostou p. Ak hybnost, a teda aj vinové éislo k Castice nemozeme urcit
presne, ale len s presnostou < k — Ak, k + Ak >, potom ¢asticu modzeme opisat
superpoziciou vin, ktorych vlnové &islo je z intervalu < k — Ak, k + Ak >:

ko+Ak
U (x,t) = / W (k) e~ ilwmt=kal gy
ko—Ak

Reélna zlozka vysledného vztahu predstavuje koneény vysledok :
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sin (zAk)
Ak

Takato vlnova funkcia sa nazyva vlnovy balik a lepSie vystihuje polohu ¢astice

v priestore (Obr. 7.11).

D4 sa ukézat, Ze pri superpozicii vin blizkych hodnét vinového é&isla sa maximum

obélky vyslednej viny pohybuje grupovou rychlostou v,, ktora je definovans

vztahom

U (x,0) = 2PoAk cos (kox) . (7.18)

_dw
= o
V pripade ¢astice hmotnosti m pohybujtcej sa rychlostou v je tato rychlost
rovna rychlosti castice:

d d (E 1d 11 2h2kc?
dk — dk \ n h dk hz\/m

(7.19)

Vg

_hch_@:p

Vg = —

mc? m m

Ked7e Castice sa niekedy prejavuji ako vlnenie s ur¢itou vlnovou dlzkou a daji sa
popisat pomocou vinovych funkcii, mozno ocakavat, Ze existuji zdsadné hranice
presnosti, s ktorou mozno merat ich éasticové charakteristiky. V dal3ej ¢asti ich
ukézeme.

7.3 Heisenbergove vztahy neurd&itosti

Hlavné maximum vlnového balika (7.11) je v mieste = 0 a je ohrani¢ené bodmi
Z1 a xg, pre ktoré ma funkcia (7.18) nulové hodnoty, teda plati 1Ak = —7 a
oAk = 7. Sirka maxima sa rovné rozdielu tjchto stradnic :

2T

Ax:xg—xlzﬂ. (7.20)

Takze plati

AzAk = 27. (7.21)

7 vysledku vyplyva, ze ¢im je interval Ak $irsi, tym je uzsi interval Ax, ktorym
je lokalizovana ¢astica na osi x. VInovy balik vytvéara aj dalsie, ale podstatne
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Obr. 7.11

nizSie maximad, preto, ak Azr mé vyjadrovat interval, v ktorom sa castica moze
nachadzat, vo vztahu (7.21) treba rovnost nahradif nerovnostou :

Az Ak > 27.

Ak vyuzijeme stvis medzi hybnostou a vlnovym éislom p = hk, predchddzajici
vztah mozno napisat v tvare :

AxAp > h

Exaktné vypocty ukazuja, ze plati:

ApAzx

Y

NI

AEAt >

Tieto dva vztahy sa nazjvaju Heisenbergove vztahy neuréitosti. Prvy z
nich hovori, Ze nie je mozné sicasne s Tubovolnou presnostou uréif hybnost a
polohu céastice. Druhy vyjadruje skutocnost, ze ak chceme merat energiu castice
pocas ¢asového intervalu At, nepresnost nasho merania bude AE > 2Zt'
KedZe h je velmi malé ¢islo, obmedzenia kladené vzfahmi neurcitosti sa pod-
statné iba v subatémovych rozmeroch.

Odhad rozmeru atému vodika. Pomocou prvého vztahu neurcitosti mézeme
velmi jednoducho odhadnif, aky musi byt minimélne polomer atému vodika,
ak vieme, e energia E elektrénu hmotnosti m = 9,1.1073! kg v atéme je
17 eV = 2,7.10'® J. Odpovedajica hybnost:

p=+V2mE =2,2.10"%* kgms ™",
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h
Ap.Ar > — x> .

47 4t Ap
Ap moze byt mensie alebo rovné p, takze ak za maximéalne Ap budeme braf
hodnotu hybnosti, dostaneme miniméalnu hodnotu polomeru atému vodika:

h
Tmin = Az = — =2 5107 m.
41p

Ako uvidime neskor, tento odhad je v stilade so skuto¢nostou.

7.4 Schrédingerova rovnica
7.4.1 Zostavenie Schrédingerovej rovnice

V klasickej mechanike je stav Castice alebo ststavy Castic tplne popisany, ak
st zname napr. suradnice a hybnosti ¢astice alebo sustavy ¢astic. V kvantovej
mechanike informéaciu o systéme poskytuje vlnova funkcia.

Stav castice, ktorej pohyb je obmedzeny posobenim vonkajsich sil, je tplne
popisany vlnovou funkciou W, ktord je funkciou stradnic a ¢asu. Vlnovi funkciu
ziskame rieSenim rovnice, ktord musi byt linedrna a homogénna, aby vinova
funkcia splhala princip superpozicie, ktory vSeobecne plati pre vlnové procesy.
Rovnica tiez musi byt diferencidlnou rovnicou prvého radu vzhladom k casu.
Potom vyvoj vlnovej funkcie v éase moze byt popisany na zdklade jej zndmej
hodnoty v pociatoénom okamihu. Takéto tilohy riesi kvantova mechanika, ktort
rozvinuli v rokoch 1925-26 najmi Erwin Schrodinger a Werner Heisenberg.
Teraz uvedieme poziadavky, ktoré musi spliiat vinova funkcia W. KedZe |\II|2
je rovné hustote pavdepodobnosti vyskytu castice v danom mieste, musi byt
integral |\Il|2 cez cely priestor rovny 1 - Castica sa niekde v priestore urite

nachéadza: -
/ |*dV =1,

¢o je tzv. normovanie vlnovej funkcie na jednotku.

Vlnova funkcia v kvantovej mechanike popisuje stav castice, pretoze pomocou
nej mozeme ziskat Uplnu informéaciu o vsetkych meratelnych veli¢indch v danom
fyzikdlnom stave Castice. Preto vlnova funkcia musi byt jednozna¢nou funkciou
polohy a ¢asu a potom aj pravdepodobnost bude maft jedini hodnotu v kazdom
mieste a Case.

Vlnova funkcia musi byt spojitd a hladka, teda jej parcidlne derivacie podla
jednotlivych stradnic musia byt vSade spojité. Kedze samotna vlnova funkcia
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nema fyzikalny zmysel, moze byt aj komplexnou funkciou a v jednorozmernom
pripade ju moZno zapisat v tvare (7.16):

U = Aeh (Pe=BY) (7.22)

Vyraz (7.22) je matematickym popisom vlnového ekvivalentu volnej Castice s
celkovou energiou F a hybnostou p pohybujtcou sa v kladnom smere osi z.
Vlnovi funkciu pre ¢asticu volne sa pohybujicu v trojrozmernom priestore po-
tom mozno napisat v tvare:

U (7 t) = Aet PT—FY), (7.23)

Uvedené vlnové funkcie (7.22) a (7.23) popisuji volnt Gasticu, t.j. Casticu, ktord
nie je pod vplyvom Zziadnych sil. KedZe tilohou kvantovej mechaniky je riesit
pripady, kedy je pohyb castice obmedzeny posobenim réznych sil, bude treba
ziskaf vSeobecnt diferencidlnu rovnicu pre vlnova funkciu, ktorej rieSenim bude
vlnova funkcia v danom silovom poli.

Budeme postupovat induktivhou metédou - od Specidlneho zndmeho rieSenia
dospejeme k vSeobecne platnej rovnici. VIinova funkcia je funkciou stradnic a
¢asu. Chceme teda zistif, ako bude stuvisiet ¢asovéa derivacia tejto funkcie s jej
derivaciou podla stradnic.

Zderivujeme (7.23) podla ¢asu:

oV (rt) _  igrEn i
o A "7

¢o mozno pisat

oV (7, 1)
ot

KedZe pre volni éasticu, pohybujtcu sa rychlostou ovela mensou ako je rychlost

svetla, plati

ih — E.Aer (BT=ED)

_7
2m’
mame z predchadzajtcej rovnice:
L0V (7t) PP
h—————= = —Y (1,t). 7.24
! ot 2m (%) (7.24)

Zderivujeme vlnovu funkciu podla suradnic. Pre x-ovi stradnicu dostavame:

AU (7t) i (1 _OU(Ft) B
T = Aen . ﬁpm = ’LFLT = pm\I] (7’, t) .



104 7 ZAKLADY KVANTOVEJ MECHANIKY

Ak teda na vlnovu funkciu aplikujeme operator —iha%, dostaneme pdévodni
vlnova funkciu nasobent z-ovou zlozkou hybnosti Castice, preto tento operator
nazyvame operatorom hybnosti p,:

. 0

Py = —zha—x.

Druhou derivéciou podla stradnic dostaneme:

0%V (7.t .
_h2 8.1(32 ) :piql(rvt)

V trojrozmernom pripade:

2?2 9 92 . -
(52 + e + 323 ) VRO = UG,

—R2A (7, t) = pPU (7,1). (7.25)
Ak tato rovnicu predelime 2m, dostaneme

_h2 ﬁQ _n2
— AV (1) = — T (7 — AV (7, t) = E.V (T,
5 (7, 1) o (7, t) = 5 (7, t) (7 t),

9
pretoze By = 2.

7 2 . 7 7 . 7 . . 7 . v
Teda operator f;—mA aplikovany na vlnovi funkciu dava kinetick energiu cas-
tice nasobent vlnovou funkciou a preto ho nazyvame operatorom kinetickej

energie
2

- h
Epy = ——A.
2m
Porovnanim (7.24) a (7.25) dostavame Schrédingerovu rovnicu pre volni

Casticu: )
G0 B

Rovnicu (7.26) splita kazd4 rovinna vina (7.23) a linedrna kombinécia takychto
vin, t.j. de Broglieho vlnové baliky.
Ak sa Castica nachddza v silovom poli s potencidlnou energiou V (7, t), na pravej
strane (7.26) je treba namiesto operatora kinetickej energie uvazovat operator
celkovej energie:

— K2 .

H= 2mA+ V (7, t)
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a Schrodingerova rovnica pre takito ¢asticu bude mat tvar:

L0V (Ft) R . . .
ZET = %A\I] (7', t) + V (T, t) ‘I’ (T, t) s (727)

¢o pomocou operatora celkovej energie H = E,+V (hamiltonidnu) mozno
zapisat:

U (7
ma (7, 1)

ot
V mnohych pripadoch potencidlna energia castice v silovom poli nezavisi od
Casu, pretoze sily, ktoré na Casticu podsobia, a teda i potencidlna energia, sa
menia iba s polohou. Casticu potom mozno popisat vlnovou funkciou:

= HU (7t).

—iEt ipF —iEt

U (F,t)=Ae " enrn =e & (7)), (7.28)

takze vlnova funkcia je stic¢inom c¢asovo zavislej funkcie a funkcie polohy.
VlInova funkciu (7.28) dosadime do Schrédingerovej rovnice (7.27)

—iEt —iEt

m% (e g >¢(f) - (—ZA+V(F)) e (7).

Po derivovani a predeleni celej rovnice vyrazom e~7" dostavame:
h2
B6 () = |5 A4V ()] 0 @

alebo _
Hy (r) = By (7)),

¢o je bezfasova Schriédingerova rovnica. RieSenim tejto rovnice ziskame
vlnové funkcie a z podmienok kladenych na vinové funkcie ziskame mozné hod-
noty energie. Priklad na rieSenie bezcasovej Schrodingerovej rovnice je uvedeny
v nasledujucej kapitole.

7.4.2 Castica v jednorozmernej, nekoneéne hlbokej jame

Nech castica hmotnosti m sa nachadza v jednorozmernej nekonecne hlbokej
jame Sirky L. To znamenad, ze pre polohu castice x plati: 0 < x < L a pre jej po-
tencidlnu energiu v jame: V = 0, pricom potencidlna energia vSade mimo jamy
je nekonecne velkd (teda Castica je ,uviiznend“ v jame) a teda vlnové funkcia



106 7 ZAKLADY KVANTOVEJ MECHANIKY

Castice mimo jamy bude nulova (Obr. 7.12).

Volny elektrén v kove je podobne ,uviizneny“ - vo vnutri kovu sa modZe pohybo-
vaf takmer volne, ale von z kovu sa moZe dostat iba po dodani energie najmene;
rovnej vystupnej praci. V realnych pripadoch majt jamy koneéni hibku, takze
pravdepodobnost tiniku ¢astice z jamy je nenulova - vlnové funkcie za hranicou
jamy nie st celkom nulové (tzv. tunelovy jav).

i
4 |
[}
[}
1
0 L x
Obr. 7.12
L
/|q,|2 dr = 1. (7.29)
0
Pre potencidlnu energiu v uvedenom intervale plati V' = 0 a vSade inde je

nekonecne velka. Budeme teda riesit jednorozmerni, ¢asovo nezavisla Schrodin-
gerovu rovnicu v tvare:

. . h? d?
HU = EU, kde H=———_.
’ de 2m da2
Potom 2y
9
=+ h—TEnI: ~0. (7.30)

Rovnicu (7.30) mozZno zapisat v zndmom tvare pre diferencialnu rovnicu druhého
radu bez pravej strany:

v

2mE
dz? '

= —w?W, kde w= 2
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Jej rieSeniami su:

2mE 2mE
U= Asin/ —x, U= Bcos\| —au. (7.31)
h h

Okrajové podmienky vyzaduja, aby platilo ¥(0) = ¥(L) = 0. Dosadenim = = 0
do druhého rieSenia dostaneme B = 0 (pretoZe cos(0) = 1), takZze nenulové
ostéva iba prvé rieSenie z (7.31). Ak don dosadime x = L, vysledok musi byt
rovny nule, pretoZe v stene Castica byt nemoze, teda aj vinova funkcia tam musi
byt nulova:

2mFE
U,_;, = Asin %L =0.
KedZe A je rozne od nuly, musi byt nulova funkcia sinus, ¢o bude splnené, ak:
2mE
lL=nr n=123,..
h

Odtial pre energiu vyplyva:
B mh?

" omr2
E,, st energetické hladiny a n je kvantové €islo (tzv. hlavné), ktoré kvan-
tuje energiu. To teda znamenad, Ze Castica, ktorej pohyb je obmedzeny na Sirku
jamy a inak je volnd, nemoze nadobudatf Tubovolné hodnoty energie, nemdze
energiu menit spojite, nemoze mat ani nulovi energiu, ale jej energia moze mat
iba diskrétne hodnoty dané vztahom (7.32). Teda z okrajovych podmienok kla-
denych na vlnovu funkciu vyplyva kvantovanie energie.
Zo stvisu energie (energia ¢astice je jej kinetickou energiou) a hybnosti mozno
ziskaf vzfah pre kvantovanie hybnosti castice:

h
Pn =V2mE, = :l:%n.

(7.32)

Znamienko + vyjadruje pohyb v oboch smeroch osi z.

Priklad

Vypocitajme energetické hladiny pre:

a) elektrén s hmotnostou m = 9,1.1073! kg v jame sirky L = 1071% m,
b) gulocku hmotnosti m = 10 g v jame §irky L = 10 cm.

m2h2 9
n= 557
2mL2
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a) En =n?%.6.1071% J = 38 eV.n? (1leV = 1,602.107197)

n=1= FE; =38¢eV

n=2 = E2=152eV

n=3 = E3 =342V

Vsetky tieto energetické hladiny st pozorovatelné.

b) E, =n2.5,5.107%4 ]

E; =5,5.1075% J, rychlost ¢astice s touto energiou je v; = 3,3.1073! m/s, ¢o je
nerozoznatelné od pokoja.

Pre beZne pozorovatelni rychlost gulocky v, = 0,33 m/s dostaneme pre pri-
slusnt energeticktl hladinu kvantové ¢islo n = 103°. Tato hladina je nerozlisi-
telna od nasledujtcej hladiny, teda energetické spektrum gulocky sa javi nie ako
diskrétne, ale ako spojité.

Ak do (7.31) dosadime ziskané mozné hodnoty energie, dostaneme vlnové fun-
kcie, ktoré popisuju dané energetické stavy. Pre n-ty energeticky stav takto
mame:

U, = Asin %”z (7.33)

Vsimnime si, ze keby n = 0 (E,, = 0), potom ¥,, = 0, teda ¢astica v jame nie
je. Preto energia Gastice nemdze byt nulova.

Aby sme tlohu vyriesili, ostdva ur¢it hodnotu konstanty A. Ziskame ju aplikov-
nim normovacej podmienky (7.29) na vlastné vlnové funkcie (7.33):

L
nwx
AQ/siHQ—dac =1.
L

0
Aby sme vyriesili integrél, zavedieme substiticiu *7* = y, potom dz = L —=dy,
pricom hranice integrovania sa zmenia nasledovne =0 = y = 0 T =
L = y = nm a budeme mat:

2

- 2—1A2—1:>A\/7

Vysledné normované vlnové funkcie potom mozno pisat v tvare:

2
U, =1/ 7 sin %x (7.34)

nm
f gy = A1 [comygns ]
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AN AN R VA VAN
NS

Vo yo?

W yy?

x =0 x =L x =20 X =1L
Obr. 7.13

Na obrazku 7.13 st zndzornené priebehy vinovych funkcii a ich kvadratov v za-
vislosti od stiradnice x pre prvé tri najnizsie mozné energetické hladiny castice
n = 1,2,3. Ako uZ vieme, fyzikdlnu interpretdciu maju iba kvadraty vlnovych
funkcii. Ako je z obrazka vidiet, ¢asticu v najnizSom energetickom stave (n = 1)
najdeme najpravdepodobnejsie v strede jamy, kym v najblizSom vys$Som energe-
tickom stave (n = 2) tam ¢asticu nenajdeme vobec, zato najpravdepodobnejsie
ju ndjdeme v Stvrtine a troch Stvrtindch L. Ziskali sme vysledok odlisny od
predstav klasickej fyziky, podla ktorjch by sme ¢asticu v jame nasli s rovnakou
pravdepodobnostou v Tubovolnom mieste. Je treba si opét uvedomit, Ze vSetky
vysledky odlisné od klasickych predstav, ktoré sme ziskali pri rieSeni tohto prob-
lému, sa prejavuji a st meratelné iba v subatémovom svete.



