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5 Mechanicky kmitavy pohyb

5.1 Netlmeny harmonicky kmitavy pohyb

Pod kmitanie a vlnenie zahiniame Siroké spektrum fyzikalnych procesov - od
mechanickych kmitov a vin, cez elektromagnetické kmity a vlny, az k vlndm
popisujicim vlnové vlastnosti ¢astic. Aj ked vSetky uvedené deje maji roznu
fyzikalnu podstatu, ich forméalny - matematicky popis sa zésadne nelisi.

Mechanickym kmitavym pohybom (mechanickym kmitanim - oscildciami)

x<0 X

Obr. 5.1

nazyvame taky mechanicky pohyb hmotného bodu, pri ktorom je hmotny bod
viazany na ist(1, tzv. rovnovaznu polohu, a to tak, Ze pri svojom pohybe neprek-
ro¢i kone¢nt vzdialenost od tejto polohy. Ak je ¢asovy priebeh pravidelny, t.j.
opakuje sa po istom ¢asovom intervale T' (periéda), ide o periodicky kmitavy po-
hyb. Ak sa kmitavy pohyb d4 popisat pomocou funkcii sinus a kosinus, hovorime
o harmonickom kmitavom pohybe. D4 sa ukdzat, Ze Iubovolny kmitavy pohyb
mozno vyjadrit ako superpoziciu harmonickych kmitavych pohybov (Fourierova
veta), preto harmonicky kmitavy pohyb moZno pokladat za zékladny typ peri-
odického pohybu.

Majme kocku hmotnosti m upevnenti na konci pruziny, ktora sa méze kizaft
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bez trenia po vodorovnej podlozke s idedlne hladkym povrchom (Obr.5.1). Ak
neposobi vonkajsia sila, kocka na pruzine je v pokoji v rovnovaznej polohe. Ak
vonkajsou silou posunieme kocku do polohy A, pruZina sa natiahne a ak na-
sledne kocku pustime, bude vplyvom pruznjch sil vykonavat pohyb po priamke
okolo rovnovaznej polohy s najvicsou vychylkou A striedavo na obidve strany
od rovnovéaznej polohy. V takomto idedlnom pripade, ak neuvazujeme odporové
sily (trenie, odpor vzduchu), bude kocka vykondvat netlmeny kmitavy pohyb.
Sila, ktora na kocku posobi, je priamo imernd vychylke (konstanta timernosti k
charakterizuje elastické vlastnosti pruziny tzv. tuhost pruZiny) a je orientovand
smerom k rovnovaznej polohe, teda proti smeru vychylky:

F = —kZ, (5.1)
alebo v skalarnom tvare:
d2z
ez = —kx
Pz _k
dt2 m
d%x 9
AT
kde x je vychylka a % = w? je kladna konstanta. Ziskali sme diferencislnu

. . v 7 L4 . AV z ] . Id
rovnicu, ktorej vSeobecné rieSenie moézeme napisat v jednom z nasledovnych
tvarov:

x = acos (wt) + bsin (wt)

x = Asin (wt 4+ 7)
x = Acos(wt+ ).

Tieto tri tvary sa uplne ekvivalentné, pretoze ak napr. posledné vyjadrenie
rozpiSeme podla sictového vzorca pre cos(a+ ) = cosacosS — sinasin 3,
dostaneme:

x = Acoswtcosp — Asinwtsin

a oznac¢ime a = Acosyp a b = —Asinp, dostaneme prvé vyjadrenie rieSenia.

V lubovolnom ¢asovom okamihu teda vieme vyjadrit vychylku kmitajtaceho
bodu. Konstanta A je dand poc¢iatoénym natiahnutim pruziny z rovnovaznej po-
lohy a nazyva sa amplitida (maximdalna vychylka) kmitov. Fazova konstanta
¢ je zaliatofna fadza. Ak budeme napr. uvazovat rieenie x = A cos (wt + @),
fazova konstanta je urcend vychylkou v okamihu ¢ = 0. Po¢iatok merania ¢asu
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mozeme zvolit tak, Ze ¢ = 0, t.j. meranie za¢neme v okamihu, kedy hmotny bod
dosiahol svoju maximalnu vychylku.

Riesenim diferencialnej rovnice pre netlmeny kmitavy pohyb je napr. kosinuso-
ida s amplitidou A a fazovou konsStantou ¢, je to teda netlmeny harmonicky
kmitavy pohyb - netlmené harmonické oscilacie.

Ak dobou kmitu alebo periédou 1" nazveme ¢asovy interval, za ktory sa osci-
lator vrati spit do danej polohy (jeden kmit), dostaneme:

Acos (wt) = Acos[w (t+ T)]

Wl =21 = T:2—”:2m/@,
w k

kde w je uhlova frekvencia kmitavého pohybu. Frekvencia f je pocet kmitov
za jednotku ¢asu (za sekundu):

a teda

1
f=7
Rychlost a zrychlenie kmitajiceho hmotného bodu mozeme vyjadrif nasledovne:
d
v = d—j = —Awsin (wt + ),
d
a= dit) = —Aw?cos (Wt + ).

Casové priebehy vychylky, rychlosti a zrjchlenia st na Obr.5.2. Celkova mecha-
nicka energia netlmene kmitajiiceho hmotného bodu hmotnosti m bude rovna
suctu jeho kinetickej a potencialnej energie.
Pre kineticka energiu plati:
15, 1 2 2 . 2

E; = Jmv” = imA w” sin” (wt + @) .
Potencialnu energiu vzhladom na rovnovaznu polohu uréime ako pracu potrebnu
na vychylenie z rovnovaznej polohy:

E,=— [Fdz = [ kadz = 1ka?® =
0

o .
= 1kA? cos? (wt + ) = tmw?A? cos? (wt + ¢)

Celkova mechanické energia pri netlmenom harmonickom kmitavom pohybe sa
zachovava. Ak sa hmotny bod nachadza vo svojej maximalnej vychylke, je jeho
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x = Acoswt

/\ v = -Awsinot

VAN =

0 772 T 372 2T cast

(L

Obr. 5.2

potencialna energia maximéalna a kedZe mé rychlost nulovi, jeho kinetickd ener-
gia je v tomto bode nulova. Pri prechode rovnovaznou polohou je jeho rychlost
i kinetickd energia maximéalna a potencidlna energia je nulova. Teda s rastom
kinetickej energie kleséd potencidlna energia a naopak, a to tak, zZe ich stcet je
v lubovolnych okamihoch (Obr.5.3a) a pri fubovolnej vychylke (Obr.5.3b) rov-
naky.

Pre celkova energiu dostaneme:

1 1
E=E.+E,= imAzw2 [sin® (wt + @) + cos® (wt + )] = 5mA2w2 = konst.

E(0) + E (1) 5 E(x) + E (x)

E (x)

energie
energie

E® E(x)

& X +X
0 T2 T cast m vychylka x m

a) b)

Obr. 5.3
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5.2 Skladanie kmitov
5.2.1 Skladanie rovnosmernych kmitov

1) Nech je hmotny bod ntteny konat sti¢asne dva netlmené harmonické kmitavé
pohyby s rovnakou frekvenciou, ale roznymi amplitidami a fazovymi konStan-
tami, dané rovnicami:

x1 = Ajcos (wt + 1)

X = Ascos (wt + ¢2) .

Vychylka vysledného pohybu sa v kazdom okamihu rovna algebraickému stuctu
vychyliek x1 a xo:

x = Aj cos (wt + ¢1) + Az cos (wt + p3) .
Vyuzijeme stucétovy vzorec:
cos (o + ) = cosacos f — sin asin 8
a oznacime:

Ajcospy + Ascosps = Acosy
Ajsing; + Assingy, = Asing

Pre vychylku vysledného pohybu potom dostaneme:
x =z + x5 = Acos (wt + ¢),

teda ide op#f o netlmeny harmonicky kmitavy pohyb s rovnakou frekvenciou a
vyslednou amplitidou A a fdzovou konStantou ¢, pre ktoré z rovnic (5.2) plati:

A= \/A% + AZ + 241 Ascos (p2 — ¢1),

_ Ajsing; + Agsings

tgy = .
&2 Ajcospy + Azcospr
Ak pre fazovy rozdiel plati:

|2 — 1| = k27, k=0,1,2, ..

potom vysledna amplitiida nadobtiida svoju maximalnu hodnotu:

A=A+ As.
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V tomto pripade maju skladané kmitavé pohyby rovnaka fazu a vyslednd am-
plitida sa rovna suctu amplitid skladanych kmitov.
Pre fazovy rozdiel:

lp2 — 1| =2k +1)m, k=0,1,2,...
sa vysledna amplitida rovna rozdielu amplitid jednotlivych pohybov:
A=A — Ay

a hovorime o skladani kmitov s opa¢nou fazou. Ak sa pritom amplitidy rovnaju,
dochédza k uplnému potlaceniu kmitavého pohybu.

2) UvaZzujme opéf dva rovnosmerné harmonické kmitavé pohyby, ale nech tieto
maju teraz rovnaké amplitudy a fazové konstanty a nech sa liSia frekvenciami:

Obr. 5.4

x1 = Acos (wit + @)
29 = Acos (wat + ).

Ak vyuzijeme vztah:

!
cosa 4 cosf3 = 2cos
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dostaneme
Wo — w1 w1 + w2
T =21+ 29 = 2Acos Tt cos Tt—i—(p .

Ak predpokladame, ze frekvencie skladanych kmitov sa od seba len maélo lisia
(v porovnani s absolitnou velkostou frekvencie), moézeme sa na vysledny kmi-
tavy pohyb pozerat ako na harmonicky pohyb so zacdiato¢nou fazou ¢, uhlovou
frekvenciou w a amplitidou B, pre ktoré plati:

w= %, B =2Acos (wQ;wlt> .

Amplitada vysledného kmitavého pohybu sa potom meni s relativne malou frek-

venciou, pre ktora plati:
) W2 w1

2
Graficky je tento kmitavy pohyb znazorneny na Obr. 5.4c. Amplitida kmita-
vého pohybu dosahuje periodicky maximé a miniméa. O harmonickom pohybe
takéhoto typu hovorime, Ze sa vyznacuje razmi. Periédu rézov dostaneme ako
minimélny ¢asovy interval, za ktory amplitida dosiahne opit minimum (maxi-
mum):

T T’ i%r T T 2 o 1
T2 2 W |25 g —wi]  |2m 2w 11
™ h ™ T

a pre frekvenciu:

1 1 1
fTTT‘Tng‘UQ‘m'

Frekvencia razov sa teda rovna rozdielu frekvencii skladanych kmitov a je zrejmé,
Ze pri rovnosti tychto frekvencii razy vymizna.
5.2.2 Skladanie kmitov na seba kolmych

Nech hmotny bod kona sticasne dva harmonické kmitavé pohyby, jeden v priamke
x a druhy v priamke y kolmej na priamku z, frekvencia oboch kmitov nech je
rovnaka, ale nech maja rozne amplitiudy a fazové konstanty:

x = Asin (wt + @)
y = Bsin (wt + ).
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Po tprave dostaneme:

= sin (wt) cos (a) + cos (wt) sin ()  /.cos(B)  /.sin(B)

Wle &

= sin (wt) cos (B) + cos (wt) sin (B)  /.cos(a) /.sin ()

Po postupnom vykonani naznacenych operacii a vzadjomnom od¢itani rovnic
dostaneme:

G cos(f) — % cos(a) =
= cos (wt) [sin (a) cos (B) — sin () cos («)] = cos (wt) sin (a — ()

Zsin (B) — % sin (o) =
= sin (wt) [cos () sin (B) — cos (B) sin («)] = sin (wt) sin (8 — @)
Po umocneni a séitani oboch rovnic dostaneme:

2 2

2+ L~ 27 (cos (o) cos (8) +sin (o) sin (3)) = sin® (o~ 9)
x? y2 Yy .2
PJr—f2ﬁcos(ozfﬂ):sm (a—=0).

Dostavame takto vSeobecnt rovnicu elipsy, ktorej vlastnosti st urcené rozdielom
faz skladanych kmitov.
Uvedieme niektoré specidlne pripady:

a-p=n/2 (A=B) =r

2 ON
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Posledna rovnica je rovnicou priamky prechadzajtcej za¢iatkom siiradnicovej st-
stavy so smernicou B/A. Hmotny bod kond harmonické kmity po tejto priamke.
Aa—-pF=m

2 y2 Ty ( T Y B

T 2
Frptiap=(aty) =0=v=-3¢

Teraz teda hmotny bod kmitd v priamke so smernicou —B/A.

a—p=73
2 2
€z y
T=tmE=1
Je to rovnica elipsy, ktorej osi spadaju do smeru suradnych osi z, y. Ak o —
B = 7/2, hmotny bod sa pohybuje v smere hodinovych ruéi¢iek. V $pecidlnom
pripade, ked A = B:

2?4y = A?

rovnica elipsy prechédza na rovnicu kruznice, hmotny bod sa bude pohybovat po

kruZnici polomeru A s uhlovou rychlostou w. To znamen4, Ze zloZenim dvoch na

seba kolmych kmitavych pohybov s rovnakou amplitidou, rovnakou frekvenciou
s

a s fazovym rozdielom 7:

x = Acos (wt)
™ .
y = Acos (wt + 5) = Asin (wt)

dostavame pohyb po kruznici (Obr.5.5 5.5). Ak hmotny bod konéd rovnomerny
pohyb po kruznici s uhlovou rychlostou w, mozno ho rozlozit na dva na seba
kolmé kmitavé pohyby.

Ak budeme skladat dva na seba kolmé kmitavé pohyby s frekvenciami v po-
mere malych celych ¢isel, dostaneme pre vysledny pohyb zlozitejsie krivky -
tzv. Lissajousove krivky (Obr.5.6).

5.3 Tlmeny kmitavy pohyb

Pri redlnom kmitavom pohybe posobia na hmotny bod odporové sily (popri
harmonickej sile), ktoré postupne jeho pohyb utlmia. Pri malych rychlostiach
je tlmiaca sila priblizne priamo tGmernd rychlosti a mozeme ju teda popisat
vztahom:

F= —k:bv,
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3:2 1:7

Obr. 5.6

kde kp > 0. Tato sila je orientovana proti smeru rychlosti.
Na hmotny bod posobia dve sily - harmonickd a odporova, preto Newtonov
zékon sily mdzeme v tomto pripade zapisat:

Ak oznacime

kde b je tzv. koeficient tlmenia a wq je uhlova frekvencia netlmeného kmitavého
pohybu, potom rovnica méa tvar
d?z dz
— 42— 4+ wiz =0.
dt2 a7
Ziskali sme diferencidlnu rovnicu druhého radu bez pravej strany s konstantnjmi
koeficientami, ktortt budeme riesit pomocou substitucie:
r = ze*bt,
kde z je funkciou ¢asu: z = f(t). Po zderivovani, dosadeni do diferencialnej
rovnice a Uprave dostdvame rovnicu:
d?z
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Ak wy > b a oznaéime: w3 —b* = w?, potom dostaneme riesenie predchadzajticej
rovnice v tvare:
z = Acos (wt + ).

S ohladom na zavedent substitiiciu mézeme pre éasovu zavislost vychylky pisat:
= Ae " cos (wt + ).
Amplitida tlmeného kmitavého pohybu Ae % teda s ¢asom exponenciilne

/]

Timeny pohyb

A
kritické timenie
A t

\ nadkritické timenie

£
-

t

Obr. 5.7

klesa. Uhlové frekvencia w = y/(wg — b?) je mensia ako by bola pri pohybe bez
tlmenia. Doba kmitu 7' = 27” je vécsia v porovnani s netlmenym kmitavym
pohybom (Obr.5.7). Takyto kmitavy pohyb tlmenim zanikne, jeho mechanicka
energia sa postupne premeni na vnatorna energiu prostredia.

Tlmeny kmitavy pohyb nastane, ak wg > b?.

Pre w? — b? = 0, diferencidlna rovnica % = 0 m4 rieSenie 2 = A+ Bt a ide o
tzv. kritické tlmenie: z = (A + Bt)e~* (Obr.5.7).
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Ak b?> > w2, periodicky pohyb nevzniké, je to pripad nadkritického tlmenia
(posledné ¢ast obrazku). Ozna¢me b — w2 = ¢?, potom vyslednt diferencialnu
rovnicu moZeme zapisat v tvare:

‘31275 = c?2 a jej riefenie je z (t) = Ae’ + Be~“!. RieSenie pre vychylku potom
ma tvar: x = Ael¢~0t 4 Be—(cth)t,

Na popis tlmeného kmitavého pohybu sa okrem uvedenych charakteristik pou-
zivaja nasledovné veli¢iny:

- itlm definovany ako podiel dvoch po sebe nasledujicich vychyliek (napr. ma-
ximalnych), medzi ktorymi je ¢asovy interval T

ozt Ae™" _ T
z(t+T) Ae b(+T)

- logaritmicky dekrement ttlmu definovany vztahom:

0 =In\ = bT.

5.4 Vynuteny kmitavy pohyb

Tlmené kmity po urcitom ¢ase zaniknii. Ak m4 hmotny bod dlhodobo vykonavat
kmitavy pohyb, je nutné posobitf nan periodicky sa meniacou vonkajSou silou.
Takuto silu nazyvame vynucujica sila a mozeme ju zapisat:

F’ = Hcos (2t),

kde © je uhlova frekvencia a H amplitida vynucujtcej sily.
Pohybové rovnica takéhoto oscildtora (obmedzujeme sa na pohyb po priamke)
teraz bude:

F = —kx — kyv, + H cos (Qt)

d? d
mgf :kafkbd—erHcos(Qt)
d?x dz
S A )
i + bdt + wgz = hcos (Ot),
kde 2b =" g =L p=H

Z matematického hladiska ide o difererencidlnu rovnicu druhého radu s kon-
Stantnymi koeficientmi a pravou stranou. VSeobecné rieSenie takejto rovnice sa
skladé z vSeobecného riesenia rovnice bez pravej strany a z partikularneho riese-
nia rovnice s pravou stranou. VSeobecné rieSenie rovnice bez pravej strany sme
nasli pri rieSeni tlmenych kmitov a vyjadrili sme ho v tvare:

x1 = Be "cos (wt + @),
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kde B je amplituda v case t = 0.
Partikulérne rieSenie rovnice s pravou stranou hladajme skusmo v tvare:

29 = Acos (U + ),

kde «, A st konstanty. V dalsom urobime prislusné derivécie, dosadime do
diferencialnej rovnice a postupne upravujeme:

dxs . d21'2 2
W = —AQ Sin (Qt + Oé) y W = —AQ COS (Qt + Ol)

—AQ? cos (Ot + a) — 2bAQ sin (U + ) + wi A cos (Qt + a) = hcos ().
Pouzitim stctovych vzorcov a nasledovnymi ipravami postupne dostaneme:

—AQ? (cos Qt cos a — sin Nt sin o) — 20AQ (sin Ot cos o + cos Qt sin a) +
+w2 A (cos Qt cos a — sin Qt sin ) = hcos (2t)

(—AQ? cosa — 2bAQsina + wi A cos o — h) cos Qi+
+ (A2 sina — 2bAQ cos o — wi Asin o) sin Qt = 0.

Poslednéa rovnica plati pre fubovolny casovy okamih len ak:
—AQ% cosa — 20AQsina + wiAcosa —h =0
AQ?sina — 2bAQ cosa — wi Asina = 0.

Upravou dostaneme:

A (w§ — Q%) cosa — 2bAQsina = h (5.3)

A (w§ — Q) sina + 2bAQcosa = 0. (5.4)
Po umocneni a séitani rovnic (5.3) a (5.4) dostaneme:

A% (02 - Q%) + 4P A%Q% = 12

a teda

h

A= .
\/(wg —02)% + 45202

Upravou rovnice (5.4) mdzeme ziskat hodnotu vyslednej fazovej konstanty:

2692

tear = —————.
& w%—(ﬁ
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Mozno sa presvedcif, ze ak konstanty A a « spliaji vyssie uvedené vztahy, je
navrhnuty vyraz pre zo skuto¢ne partikuldrnym rieSenim danej diferencidlnej
rovnice. VSeobecné riesenie teda bude mat tvar:

& =1 + x9 = Be "cos (wt + @) + Acos (Qt + a) .

Je zrejmé, Ze po uplynuti dostato¢ne dlhého ¢asového intervalu prvy ¢len riesenia
bude zanedbatelne maly, oscilator bude v ustélenom stave a jeho pohyb bude
popisany rovnicou:

x = Acos (U + a) .

V ustélenom stave teda kond hmotny bod harmonicky pohyb s uhlovou frek-

Al
UJD w
Obr. 5.8

venciou vynucujucej sily a.

Amplitada A a fazova konstanta « zavisia od uhlovej frekvencie €2 sily, ktora ich
vynucuje, od vlastnej uhlovej frekvencie oscilatora wy a od koeficientu tlmenia
b. Vo vSeobecnosti kmitanie nie je vo faze s vynucujicou silou. Takato situdcia
by nastala keby nebolo tlmenie (b = 0).

Dalej zo vztahu pre A je zrejmé, Ze amplitida vynttenych kmitov je imerna
amplitide vynucujicej sily (h resp. H). Aj pri konstantnej amplitide vynucu-
jucej sily H mozeme menit amplitidu vynitenych kmitov A zmenou Q. Nech h,
wo, b s konstantné a hladajme pre akt uhlovi frekvenciu vynucujicej sily bude
amplitida maximéalna. Zo vztahu pre amplitidu A je zrejmé, Ze takato situécia
nastane, ked menovatel bude minimélny, t.j ked bude minimélny vyraz:

y = (wg — 92)2 + 4b%Q?
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a teda:

dy
10 =2 (wg — %) (—2Q) + 80’2 =0

—AQ (Wi — P —20") =0 = Q= /w3 —2b2.

Ak amplitada vynutenych kmitov dosahuje takéto maximum, hovorime, ze do-
chédza ku rezonancii. Posledny vzfah potom urcuje rezonanéni frekvenciu
vynutenych kmitov. Pre maximalnu amplitidu (rezonan¢ni) dostaneme vztah:

A, = h -
\/(wgf(w§72b2))2+4b2 (wgf2b2)
h h

— 3
VA0 +ab2wZ—8b%  2by/wZ—b2’

Bez tlmenia by k rezonancii doslo v pripade, keby sa rovnali uhlové frekvencie
vlastnych kmitov a vynucujtcej sily (2 = wp). Amplitida by bola v takomto
pripade nekonecne velka.

Pre b # 0 (teda v redlnych pripadoch) je amplitiida pri rezonancii vzdy koneéna
a dosahuje sa pri frekvencii Q < wp. Zavislost amplitudy vynatenych kmitov
od uhlovej frekvencie 2 (alebo Q/wg) sa nazyva rezonan¢nou krivkou. Je to
zévislost s maximom pri rezonancnej frekvencii. Cim je b viicsie, tym menej
ostré je toto maximum (Obr.5.8).



