1 Kinematika hmotného bodu

1.1 Polohovy vektor, rychlost, zrychlenie bodu
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Obr. 1.1

NajjednoduchSou zmenou, ktort mozno pozorovat v pripade telesa, je zmena
jeho polohy vzhladom k inému telesu v ¢ase. Tuto zmenu nazyvame pohybom.
Pri sktimani pohybu st délezité odpovede na dva typy otézok - ako sa pohyb
deje a preco sa deje. Odpoved na prvu otdzku déva kinematika, ktoré sa zaobera
matematickym popisom pohybu. Na druha otazku odpovedd dynamika, ktora
sktima, zavislost charakteru pohybu od jeho priciny.
samotné rozmery telesa. V tychto pripadoch je vyhovujticim priblizenim nahra-
denie celého telesa jedinym bodom, ktorému este priradime vlastnosti dolezité z
pohladu dynamiky, takZze budeme hovorit o tzv. hmotnom bode. Je to mysleny
objekt (model), ktory z hladiska vzajomného podsobenia s inymi objektmi ma
vlastnosti redlneho telesa, pri¢om jeho rozmery s zanedbatelné.
Poloha hmotného bodu v pravouhlej stiradnicovej stistave je uréené stradnicami
x, 1y, z. Ak hmotny bod meni svoju polohu v ¢ase, suradnice x, y, z st funkciami
casu

v=at), y=y@), z=2().

Polohu hmotného bodu mozno popisat aj pomocou polohového vektora 7 =
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7 (t):
F=7(t)F =i +yj + 2k,

kde i, j, k st konStantné jednotkové vektory, ktorych velkost je jedna a st
orientované pozdlZ stiradnicovych osi v smere ich kladnej orientécie (Obr.1.1).
Polohovy vektor je vektor s pociatkom v pociatku siiradnicovej stistavy a s kon-
covym bodom totoznym s aktuélnou polohou hmotného bodu. Sled poloh, ktoré
hmotny bod v priestore zaujima, nazyvame trajektoriou pohybu. Pre kvali-

Obr. 1.2

tativne rozlisenie a kvantitativne hodnotenie réznych mechanickych pohybov
definujeme dalsie fyzikalne veli¢iny, medzi ktoré patria predovsetkym rychlost
a zrychlenie.

Nech hmotny bod, ktory sa pohybuje z bodu P; s polohovym vektorom 7
do bodu P; s polohovym vektorom 7%, prejde za Casovy interval At drahu As
(Obr.1.2).

Priemernti rychlost pohybujiceho sa bodu definujeme vzfahom:

_ A
At

Us

Ak uvazujeme Coraz mens$iu priamu vzdialenost medzi bodmi P; a Ps, ¢asovy
interval At sa skracuje a rychlost sa blizi svojou hodnotou k okamzitej rychlosti
v v bode P1, ktora je definovana vztahom:

v= lim E—g
T At—0 At dt

So skracujtcim sa ¢asovym intervalom sa zmensuje rozdiel medzi Ar = |A7] =
|Fo — 71| a As a v limitnom pripade (At — 0) bude platit: dr = ds. Okamzita
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rychlost potom mozno vyjadrif vztahom:

ds
dt’

kde ds nazyvame elementarnou drdhou a dt elementarnym ¢asovym intervalom.
Vektor okamzitej rychlosti je definovany vztahom:

Pl A7 dr

U= lim — = —.

At—0 At dt

Okamzit4 rychlost v bode P; je teda prvou derivaciou polohového vektora po-
hybujticeho sa hmotného bodu v bode P; podla ¢asu. Z definicie vyplyva, Ze
rychlost ma smer doty¢nice k drahe pohybu v danom bode.

Vektor rychlosti moZno zapisat v zlozkovom tvare:

dy -

dj—i(ﬁ j+ E)—%W— T S S S «
at A T TER )t T g T gt T et T e T

6:

a pre prislusné suradnice vektora rychlosti plati:

ey d
Tde” YT A 7 de

Vg

Velkost rychlosti |0] = v vypoéitame zo vztahu:

— /2 2 2
V=4 /vg + vy +UZ

Smer vektora okamzitej rychlosti v stradnicovej stustave (0, z, y, z) moZno
charakterizovat uhlami «,, 8,, V., ktoré zviera vektor okamzitej rychlosti so
suradnicovymi osami z, y, z:

Vg Uy U,
cosay, = —, Cosf, = —, COSYy = —
v v v

Vo v8eobecnosti vektor rychlosti méze byt funkciou éasu. Na kvantifikovanie
zmeny rychlosti v ¢ase definujeme veli¢inu, ktord sa nazyva zrychlenie.

Ak oznacime Av zmenu rychlosti, ku ktorej doslo pocas ¢asového intervalu At
(Obr.1.3), priemerné zrychlenie definujeme vztahom:

A
At

—

Qs
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Obr. 1.3

OkamZité zrychlenie bodu v danom mieste potom definujeme vztahom:

= 1 Ay do 4%
a= lim —=—=—.
At—0 At dt de?
Okamzité zrychlenie sa teda rovna prvej derivécii rychlosti podla ¢asu alebo
druhej derivacii polohového vektora podla ¢asu.

Pre vektor zrychlenia v zlozkovom tvare postupne dostaneme:

dv  dvg- %# dvz~_d2x? 2y~ d%z-

= = —2%; + bl A i
a dt T ar? T az' A’ T
a= azf—&— aﬁ—&— aZE,
2 d 2 2
kdeaxzd;;:i%, ay:%:%7 az:dftz:%

Pre velkost a charakteristiku smeru zrychlenia platia analogické vztahy ako pre

vektor rychlosti:
a= /a3 +al+a2
a.

Qg ay
cosa, = —, C€O0Sf, =—, COS8Y,= —
a a

Pri studiu vSeobecného pohybu je ¢asto uzitocéné rozlozif zrychlenie d na tan-
gencialnu d; a normalova zlozku a,. Ako to vyplyva z nazvu, tangenciilna
zlozka zrychlenia d; je zlozka spadajtica do smeru doty¢nice (v smere jednotko-
vého vektora 7) v danom bode drahy a normadlova zlozka @, je na fu kolméa (v
smere jednotkového vektora ) (Obr. 1.4): Plati:
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Obr. 1.4

Vektor zrychlenia mozno vyjadrit pomocou defini¢ného vztahu takto:

dv  d (w7) dv +fudF
e (0P = — P4 —
dt dt dt dit

—

a=

Zlozka d; = %F je rovnobezna s doty¢nicou v skimanom bode.
Ukazeme, ze normalovéa zlozka zrychlenia je kolma na tangencialnu zlozku zrych-
lenia. Plati:

T-7T=1

Diferencovanim tejto rovnice postupne dostaneme:
d(7-7)=0,
27-d7 = 0.

Z poslednej rovnice vyplyva, ze plati 7Ld7T.
Zlozka a, = v‘é—? je teda kolma na tangencidlnu zlozku - je to normalova zlozka
zrychlenia.
Vztah pre normdlové zrychlenie méZzeme upravit pomocou tzv. polomeru kri-
vosti. Uvazujme v8eobecnt priestorovi krivku (Obr.1.5). Veli¢inu K, definovant
vztahom

o 18717 _ar

As—0 As ds ds

nazyvame krivost v danom bode. Jej prevratena hodnota R = % sa nazyva
polomer krivosti.
KedZe plati dr = d—RS, normalovéa zlozka zrychlenia sa d4 upravit nasledovne:

. dr dr ds1_ 2
p = V— = = = —1i.

a @ " "aRr"T R
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T

Ar,>At, =K, >K,

Obr. 1.5

Ak ziskané vysledky zhrnieme, dostavame pre jednotlivé zlozky zrychlenia vztahy:

dv_. V2
=—7, d,=—n.

R

Tangencidlne zrychlenie vyjadruje zmenu velkosti rychlosti a normélové zrych-
lenie zmenu smeru rychlosti.

Pri hodnoteni krivociarych pohybov ¢asto pouzivame uhlové fyzikalne veli¢iny.
Najprv popiSeme postup, ako priradime uhlu vektor. Vektor uhla je kolmy na
rovinu, v ktorej sa tento uhol vytvara. Jeho velkost (absolitna hodnota) sa
rovné velkosti tohto uhla. Vektor uhla je orientovany tym smerom, odkial sa
jeho vytvaranie javi proti smeru pohybu hodinovych ruéi¢iek (Obr.1.6): Velkost

i
£

Obr. 1.6

uhlovej drahy je uhol, ktory vytvara polohovy vektor pohybujiceho sa bodu s
nejakym pevne zvolenym smerom (napr. so smerom polohového vektora v mo-
mente pociatku merania ¢asu ¢t = 0). Vektor uhlovej rychlosti definujeme
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vztahom:

dg

dt’

kde dZ je vektor elementdrneho uhla opisaného polohovym vektorom (sprievo-
di¢om) za elementarny Gasovy interval dt.

Pomocou takto zavedenej uhlovej rychlosti mozno definovat uhlové zrychle-
nie:

o=

do  d?¢

dt — dt?

ako derivaciu vektora uhlovej rychlosti & podla ¢asu, alebo druht derivaciu
vektora uhlovej drahy @ podla ¢asu.

Pohyby rozdelujeme spravidla podla ¢asovej zavislosti velkosti rychlosti a podla
tvaru drahy. Z hladiska ¢asovej zmeny velkosti rychlosti potom hovorime o rov-
nomernom a nerovnomernom pohybe a z hladiska tvaru drdhy o priamoc¢iarom
a krivoc¢iarom pohybe.

V pripade pohybu v rovine, vSetky tri vektory - ¢, &, & lezia na spolocnej
priamke, ktora je kolmé na rovinu pohybu a na popis pohybu potom stacia
skalarne veli¢iny ¢, w, «, pre ktoré plati:

a=

de

w = E7
dw d%p
a=—=—.
dt de?

1.2 Niektoré typy pohybov

1.2.1 Priamocdiary pohyb

V pripade, Ze sa teleso pohybuje po priamke, napr. pozdiz jednej stradnicovej
osi, polohovy vektor, vektory rychlosti a zrychlenia lezia v jednej priamke, hovo-
rime o priamociarom pohybe a na popis takéhoto pohybu stacia dve skaldrne

rovnice:
v = /a(t)dt, s = /v(t)dt,

kde v je rychlost a s je poloha hmotného bodu v ¢asovom okamihu ¢.
Ak je zrychlenie telesa nulové, ide o priamocdiary rovnomerny pohyb popi-
sany rovnicami:

v =19, §=1v9t+ So.
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Ak je zrychlenie hmotného bodu konstantné (a = konst.), rovnice nadobudni
tvar:

1
v = at + vy, 5:§at2+v0t+50,

kde wvg je rychlost a sg dréha v ¢ase t = 0.

V pripade, Ze vektor rychlosti a zrjchlenia maji rovnakt (opacént) orientaciu,
hovorime o priamoéiarom rovnomerne zrychlenom (spomalenom) po-
hybe.

Pri vertikdlnom pohybe v gravitanom poli (¢ = g), tieto pohyby nazyvame
volny pad (vg = 0), vrh zvisly nadol (¥ | ¢ |), vrh zvisly nahor (1 g ).

1.2.2 Pohyb po kruzZnici

Pohyb po kruznici je zvlastny pripad krivociareho pohybu. Ide o rovinny
pohyb, ktorého trajektéria mé tvar kruznice v danej rovine. Priamka vedena
stredom tejto kruznice kolmo na jej rovinu sa nazyva os otaCania (rotacie).
Polohovy vektor bodu vzhladom na stred kruznice (sprievodi¢) mé v tomto
pripade konstantni velkost, avSak jeho smer v rovine drahy sa meni.

Lahko mozeme ukézat, ze polomer krivosti je totozny s polomerom kruhove;
drahy. Staci si uvedomit, Ze sprievodi¢ a vektor 7 opisu rovnaky uhol (Obr.1.7).
Dlzku tiseku kruznice s, pri ktorom opise sprievodi¢ uhol ¢, mozno vyjadrit

L7)
7
dt
g K \"
Obr. 1.7

vztahom: s = ry, kde r je polomer kruznice. Pre elementéarny tsek ds potom
plati: ds = rdy. Kedze vektory 71, 72 s jednotkové vektory, pre velkost dr =
|d7| plati: dr = |71 |de = de (Obr.1.7).

Elementérny tisek ds teda moZno vyjadrit ako ds = rdy = rdr a pre polomer
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kruznice plati vztah % = %, ktory je defini¢nym vztahom pre polomer krivosti.
Pri pohybe po kruznici je teda polomer krivosti zhodny s polomerom kruznice.
Ako bolo uvedené v predchadzajucej Casti, vektory J, &, @ leZia na tej istej
priamke, kolmej na rovinu pohybu, pretoze pohyb po kruznici je pohyb v rovine,

a teda vystac¢ime so skalarnym popisom, t. j:
dy
w=—
dt
d d?
N
dt de?

Kedze plati ds = rdp, Tahko mozno néjst stvis medzi velkostami obvodovej a
uhlovej rychlosti:

ds rde
V= — = — =Tw.
dt dt
Pre tangencialne zrychlenie potom plati:
dv dw
a=— =r— =rao.
PTdr o at
Pre norméalové zrychlenie dostaneme:
2
v
an = — = rw?.

r

Periodu alebo dobu obehu T' definujeme ako ¢asovy interval, ktory hmotny
bod potrebuje na jeden obeh pri danej uhlovej rychlosti, t.j:

2

wl'=2nr=T = il

w
Frekvencia f = % = 5= je pocet otacok za sekundu.
Ak je zavislost uhlového zrychlenia od ¢asu zndma, mozno urcit zavislost uhlove;j
rychlosti od ¢asu, pretoze plati:

dw
oz—g:w—/a(t)dt.

Analogickym sposobom mozZno zo zndmej zavislosti uhlovej rychlosti pohybuju-
ceho sa telesa od ¢asu odvodit zavislost uhlovej drdhy od ¢asu, pretoze plati:

dy
w—azﬂp—/w(t)dt.
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Ak je uhlové zrychlenie hmotného bodu konStantné, hovorime o rovnomerne
zrychlenom (spomalenom) pohybe po kruZnici. Pohyb moZno popisat
rovnicami:

1
w = at + wo, <p:5at2—|—wot+<po,

kde wg a ¢ st uhlova rychlost a uhlova draha v éase t = 0.
Ak je uhlové zrychlenie nulové, teleso sa pohybuje po kruZznici rovnomernym
pohybom, pre ktory platia rovnice:

w:w0790:w0t+5007

kde wg a ¢ st uhlové rychlost a uhlova drédha v éase t = 0.

KedZe sa hmotny bod v tomto pripade pohybuje po kruZnici konstantnou rych-
lostou, tangenciilne zrychlenie je nulové, pretoze % = 0. Na rozdiel od priamo-
¢iareho rovnomerného pohybu, pri rovnomernom pohybe po kruznici ma hmotny
bod nenulové celkové zrychlenie, a to zrychlenie normalové (dostredivé), ktoré
charakterizuje zmenu smeru vektora rychlosti.

Vektorovy popis stvisu medzi obvodovou a uhlovou richlostou a uhlo-
vym zrychlenim

Napriek tomu, ze pohyb po kruznici je rovinny pohyb, je niekedy uzito¢né po-
uzit vektorovy popis. Vzajomné orientacia prislusnych vektorov je zndzornena
na Obr.1.8.

A
10
v
C i
Obr. 1.8

Vektory ¥, &, 7 st na seba kolmé, ich vzajomny stvis mozno vyjadrif vektoro-
vym sicinom:
T=&XT
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Pouzitim tohto vzfahu dostavame pre zrychlenie:

S AT d (o A8y oy o dF
a—dt—dt(wxr—dtxr—i—wxdt_
:&XF+QXU:@XF+&x(wxr>

Pre tangenciadlnu a normélovt zlozku zrychlenia plati:
S o
t —=a X7T,
dn =W XT=0 X (JXT7),

pretoze vektor & x 7 ma smer vektora ¢ a vektor @ X (& x ) mé opaény smer

ako vektor 7.



