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10 Gravita¢né pole

10.1 Newtonov gravitaény zakon

Zo skusenosti vieme, Ze vSetky telesd na zemskom povrchu st pritahované k
Zemi. Keby sme teleso v malej vyske nad zemskym povrchom nechali volne bez
podlozky, spadne na zemsky povrch, pricom sa pohybuje rovnomerne zrychle-
nym pohybom. Pdsobi nan teda konstantna sila od iného telesa - Zeme, a to
bez vzajomného dotyku, v skuto¢nosti obe telesd posobia na seba navzajom bez
toho, aby sa dotykali. Silové ¢inky sa uskutoc¢nuju tak, ze navzajom interaguju
polia. Gravitaéné pole je oblast priestoru, kde sa prejavuje silové pdsobenie
telesa na iné teleso bez vzajomného dotyku a je bezprostredne spété s jednou
zo zakladnych vlastnosti ¢astic - s ich hmotnostou. V okoli kazdého telesa (ma
svoju hmotnost) existuje gravita¢né pole, ktoré sa prejavi silovymi t¢inkami na
iny objekt s hmotnostou. Gravitacné silové pdsobenie, alebo gravitaéna inte-
rakcia, je jednou zo Styroch zékladnych interakcii v prirode a je hybnou silou
Vesmiru. Dalsimi interakciami st elektromagneticka, silna a slaba. Gravitacna
a elektromagneticka interakcia maji nekoneény dosah a v tychto pripadoch bu-
deme hovorit o poliach, silnd a slabé interakcia sa prejavuje iba v rozmeroch
atomovych jadier.

Gravitacny zakon vyjadruje skutocnost, Ze dva Iubovolné objekty vo Vesmire sa
pritahuju silou, ktor4 je priamo imern4 hmotnostiam tychto objektov a klesa so
Stvorcom vzdialenosti medzi nimi. Histéria jeho objavu za¢ina u nasich davnych
predkov, ktori pozorovali pohyb planét na oblohe. Na zaciatku 15. storocia sa
vela diskutovalo o tom, ¢ sa planéty ozaj pohybujt okolo Slnka, alebo je to po-
hyb okolo Zeme. Tycho de Brahe si uvedomil, Ze k poznaniu v tomto pripade sa
d4 prist starostlivym dlhodobym pozorovanim a dostato¢ne presnym meranim
poldh planét na oblohe, aby sa ukézalo ako sa pohybuja. Na zaklade rozsiahlych
tabuliek, ktoré Brahe pri svojich pozorovaniach vyhotovil, Kepler formuloval tri
zédkony planetarneho pohybu:

1. Planéty obiehaju okolo Slnka po eliptickych drahach (blizkych kruzniciam),
pricom Slnko sa nachédza v jednom ohnisku.

2. Plochy opisané sprievodi¢om (spojnica stredu planéty a stredu Slnka) pocas
rovnakych ¢asovych intervalov s rovnaké.

3. Druhé mocniny dob obehov lubovolnych dvoch planét st v takom istom po-
mere ako tretie mocniny velkych poloosi ich obeznych drah:
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7 tychto zdkonov odvodil Newton gravitaény zédkon. Mohlo by sa preto zdat, Ze
Keplerove zakony st vSeobecnejsie, ale nie je to tak. Keplerove zakony vystihuju
kinematiku pohybu planét a Newtonov gravitaény zakon ich dynamiku. Newto-
nov gravitaény zakon je vSeobecny prirodny zdkon a d4 sa ukézat, Ze Keplerove
zakony z neho vyplyvaju spitne ako Specidlny pripad.
Odvodenie gravita¢ného zdkona z Keplerovych zakonov, za predpokladu eliptic-
kych drah planét vyzaduje dlhsi vypocet, preto si llohu zjednodusime. Budeme
predpokladat kruhové drahy, ktoré st Specidlnym druhom elipsy a teda, ak st
Keplerove zdkony (K.z.) spravne, musia platit aj pre takéto drahy.
Z 1.K.z vyplyva, ze Slnko lezi v strede kruhovej drahy.
Podla 2.K.z. sprievodié¢ opisuje za rovnaky ¢as rovnaké plochy, musi teda ist o
rovnomerny pohyb po kruznici, a plati:

27r

YTT

kde v je rychlost planéty, r polomer kruznice, T' doba obehu planéty.

Pre dostredivé zrychlenie planéty a v pripade rovnomerného pohybu po kruznici
plati:

_ v? - 472y
==
Z 3.K.z. vyplyva:
T? = Cr3,

kde C je konstanta. Uvedeny vztah plati pre ktortukolvek planétu, preto C' ne-
moze zavisiet od vlastnosti planéty, ale len od vlastnosti Slnka.
Podla II. Newtonovho zdkona teda na planétu posobi sila:
r 4m?y dn?r  4Am?m 1 m
= mnma=""mMm-—-—=""M—= —— = =
T2 Cr3 C r? r2
kde m je hmotnost planéty a k je konStanta zavisla len na vlastnostiach Slnka.
Ak posledny vztah je vSeobecnym vyjadrenim pdsobenia jedného telesa na druhé,
musi naopak planéta posobit na Slnko silou (jej velkost):

M
/ /
F=k_3,

kde M je hmotnost Slnka a k' je konstanta zavisla len od vlastnosti planéty.
Podla principu akcie a reakcie musi platit:
k/

k
F:F/ = km:k,M = M:E:KJ
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a teda
k=M, k =rm.

Pre velkost sil, ktorymi na seba pdsobia Slnko a planéta, teda dostdvame:

mM
)

F=F =k

kde & je gravitaénéa konstanta, jej hodnota je k = 6,67.10 m3kg ™ *s~2.

Pri odvodzovani tohto vzfahu sme neuvazovali s koneénostou rozmerov planéty
a Slnka. Podla Newtona je posledny vztah vyjadrenim sily, ktorou sa vzajomne
pritahuji dva hmotné body.

Vseobecny Newtonov gravitaény zdkon mozno vyjadrit nasledovne:

Dva hmotné body s hmotnostami m; a ms, ktoré sa nachadzaju vo vzdjomnej
vzdialenosti r, posobia na seba prifazlivymi silami, spadajacimi do spojnice
bodov, velkost ktorej je rovna:

mimes

F=k =

r

Vo vektorovom tvare (Obr. 10.1) bude platit:

Obr. 10.1
~ mimsa _, mimsa _,
Fio = —k—=—T12 = —Kk—5 P12,
12 12

kde Fio je sila, ktorou posobi prvy hmotny bod na druhy, pricom pis je jednot-
kovy vektor v smere spojnice dvoch hmotnych bodov, orientovany od prvého k

druhému, a
- mims _, mims
Fy = —R—3—T21 = —K—%5—pP21
21 21
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je sila, ktorou pésobi druhy hmotny bod na prvy, pricom po; je jednotkovy vek-
tor v smere spojnice orientovany od druhého hmotného bodu k prvému.

Oba predchadzajice vztahy vyjadruji Newtonov gravitaény zdkon vo vektoro-
vom tvare. Dva hmotné body teda na seba posobia gravita¢nou silou, ktorej
velkost je priamo tmernd ich hmotnostiam a nepriamo timerné kvadratu ich
vzdialenosti. Této sila je vzdy pritazliva.

10.2 Intenzita a potencial gravitacného pola

Intenzita gravitaéného pola vo vzdialenosti r od zdroja tohto pola, ktorym je
hmotny bod hmotnosti M, je rovn4 sile, ktorou gravitacné pole pésobi v danom
mieste na hmotny bod hmotnosti m, predelenou touto hmotnostou:

—

F M
— —Kﬁﬁ'r,

Fot
m

Ciselne sa rovna sile posobiacej na teleso jednotkovej hmotnosti. Jednotkou in-
tenzity je ms—2.

Ak vyjadrime silu pomocou intenzity, dostaneme:

—

F =mE.

Newtonov zakon sily hovori:

F = ma.

Porovnanim oboch rovnic dostévame E = a, teda vektor intenzity gravitacného
pola sa rovnd vektoru gravitacného zrychlenia, ktoré telesu hmotnosti m udeli
gravitacné pole v danom mieste. Kedze intenzita nezéavisi od hmotnosti m, ani
gravita¢né zrychlenie nebude zavisief od tejto hmotnosti, to znamen4, Ze v da-
nom mieste v gravitatnom poli sa buda vSetky telesd pohybovat s rovnakym
zrychlenim, bez ohladu na svoju hmotnost. Tato charakteristicku vlastnost gra-
vita¢ného pola objavil uz Galilei.

Ak je pole vytvorené N hmotnymi bodmi, potom vysledné intenzita gravitac-
ného pola v danom mieste sa rovnd vektorovému stacétu intenzit od jednotlivych

zdrojov pola:
B=S B =«

1=1 1=

M
—3 T,
=1 T?
kde M; je hmotnost i-tého hmotného bodu a r; je jeho vzdialenost od miesta
sktiimania, vektor 7; je orientovany od hmotného bodu do miesta skiimania.

Potencial gravitaéného pola. Prirastok potencialnej energie hmotného bodu
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hmotnosti m pri prechode z miesta 1 do miesta 2 v gravita¢énom poli hmotného
bodu hmotnosti M dosiahneme vykonanim prace silou F , ktord je rovnako
velka, ale opacne orientovand ako gravitacna sila F. Preto zmenu potencialnej
energie hmotného bodu v gravita¢nom poli mozno vypoditat:

2 2 2 7
ABE, = [F.df = — [ F.dF = kMm [ 297 = xMm [ 24 =
1 1 1 I~
= kM [-1]7" = —sbn (i) _ B, — B,
Z vysledného vztahu je zrejmé, Ze praca gravitacnych sil zévisi iba od polohy
koncovych bodov drahy a nezévisi od tvaru drahy, pozdlz ktorej sily posobili.
Gravitacéna sila je sila konzervativna a v poli gravitacnej sily plati zdkon zacho-
vania mechanickej energie.
Ak za vz{azné miesto zvolime nekonecno (r; — o), potom potencidlna energia
v danom mieste sa rovna praci potrebnej na premiestnenie hmotného bodu s
hmotnostou m z nekonecna do daného miesta pola vzdialeného o r od zdroja
pola:
kMm

By ="

Potencidl v tomto mieste pola definujeme ako podiel potencidlnej energie a

hmotnosti m:
E, kM
Sp = ——= ——
m T

Jednotkou potencialu je Jkg=!.

Ak je pole vytvorené N hmotnymi bodmi, potom vysledny potencial gravitac-
ného pola v danom mieste sa rovna suctu potencidlov od jednotlivych zdrojov
pola:
N N
M;

Y= PYi = —K 0
kde M; je hmotnost i-tého hmotného bodu a r; je jeho vzdialenost od miesta
skimania.
Potencial nie je definovany v mieste, kde lezi hmotny bod, ktory je zdrojom
pola, rastie so vzdialenostou a svojej maximalnej hodnoty (rovnej 0) nadobuda
pre r — 00.
Potencial gravitacného pola hmotného bodu v kone¢nej vzdialenosti r» od neho
je definovany pracou vonkajsich sil, ktoré prekonavaju pracu sil pola pri pre-
miestiiovani iného hmotného bodu (hmotnosti m) z nekoneéna do miesta r,
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predelenou hmotnostou m:

1 r_‘ r_' r_'
w(r)= —/F’.dF:/El.dF:—/E.dF.
m

Pre elementdrnu zmenu potencidlu moéZeme pisat:
dp = —E.dF. (10.1)

7 tohto vztahu napriklad vyplyva, Ze ak sa budeme pohybovat v gravitacnom
poli po takej ploche, kde sa potencidl nemeni (tzv. ekvipotencidlna plocha),
intenzita bude kolma na posunutie, teda intenzita je kolm4 na ekvipotencialnu
plochu (pretoze skalarny sacin dvoch vektorov je nulovy ak st tieto vektory na
seba kolmsé).

Stvis intenzity a potencidlu mozno ziskat, ak rozpiSeme diferencial dep (potencial
je funkciou polohy, teda suradnic z, y, z):

0 dy dy

P de + ——dy + =—d=z.
Ox

do= y 0z

Pravi stranu predchadzajiceho zédpisu mozno zapisat ako skaldrny sicin dvoch
vektorov:

Op- OJp- 0
d@:(%+@j+w

B 3y 9z k) . (dxz +dyj + dzkz) = gradyp - dr.

Ak za dy dosadime do rovnice (10.1), dostaneme:
grady - dF = —E - dF,
takze mame suvis intenzity a potencidlu gravitacného pola v tvare:
E = —gradep.

Ak poslednt rovnicu vynasobime hmotnostou m, dostaneme stvis medzi silou
a potencidlnou energiou v konzervativnom gravitacnom poli:

—

Em = —grad (my)

F=— gradF,,.

Intenzita a potencidl st zédkladnymi charakteristikami pola.
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10.3 Gravita¢né pole Zeme

Na teleso hmotnosti m v gravitatnom poli Zeme poésobi gravitacna sila. Jej

velkost na povrchu Zeme je
P kmM

Rz’
kde M je hmotnost a R polomer Zeme.
Podla Newtonovho zakona sily ale tiez plati:

F =mgp.

Z porovnania tychto dvoch rovnic pre gravitacné zrychlenie na zemskom povrchu
vyplyva:

kM
=T
Vo vyske h nad zemskym povrchom bude gravita¢né zrychlenie
kM kM R® (R)2
M Rrn? T (Rrny B P\R¥R)

Teraz vypocitame prirastok potencialnej energie hmotného bodu hmotnosti m
pri jeho zdvihnuti zo zemského povrchu do vysky h nad povrchom:

_ _kmM _ ( kmMY _ —R+R+h __
AE, = -7 (=) = kmM R(B+R)
_ _h  _ EmM _h
_,%mMRQJrRh— R I L

Tento vyraz plati pre lubovolnt vysku. Ak ale plati h << R, potom % <<1la
pre prirastok potencialnej energie dostavame:
kM
AE, = ﬁmh =mgoh,
¢o je zndmy vztah pre prirastok potencidlnej energie v zemskom gravitacnom
poli pri premiestneni telesa zo zemského povrchu do nie velmi velkych vySok
nad zemsky povrch.

Pohyby v radidlnom gravitaé¢nom poli. Najzndmej$imi prikladmi pohy-
bov v radidlnom gravitacnom poli s lety druzic a kozmickych lodi.

a) Pohyb druzice. DruZica sa pohybuje okolo Zeme po drahe tvaru kruZznice.
Jej rychlost zavisi od polomeru kruznice. Prva kozmicka rychlost je mini-
maélna pociatocné rychlost, ktort treba druzici udelit pri vodorovnom vrhu z
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Obr. 10.2

povrchu Zeme (pri zanedbani odporu vzduchu), aby sa druzica stala obeZnicou
Zeme.

Ak mé druzica hmotnosti m obiehat po kruhovej drahe okolo Zeme rovnomer-
nym pohybom vo vyske h (Obr.10.2), dostredivou silou je sila gravitacna:

kmM mu?
(R+h)> R+H

odkial pre rychlost mame:
oM R
- R2R+R

, . , PPN 2
ked sme pravii stranu rovnice vynasobili jednotkou v tvare £; a teda:

R?
%
_ gJo
”R<R+h>

a ak h = 0, pre velkost prvej kozmickej rychlosti dostavame:

vr = /Rgo = 7,912 kms ™.

b) Unikova rychlost kozmickej lode z gravitaéného pola Zeme. Ak teleso
vystrelime zo zemského povrchu kolmo nahor, minimalna pociato¢na rychlost,
ktord mu umozni vymanit sa zo zemského gravitaéného pola, sa nazyva druha
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kozmicka rychlost.

Vyuzijeme zakon zachovania mechanickej energie v izolovanej ststave tvore-
nej Zemou a vystrelenym telesom. Rychlost telesa sa bude vplyvom zemskej
gravitacie zmensovat, aby ale loha bola splnend, moze klesnit na nulu az v ne-
konecne. Tam teda bude kinetickéa energia telesa nulova, v nekonecne je aj jeho
potencialna energia nulova (tak si ju moézeme zvolit), takze celkova mechanicka
energia je nulova. Potom zo zdkona zachovania mechanickej energie vyplyva, Ze
celkova mechanickd energia musi byt nulova aj v lubovolnom inom mieste, teda
aj na povrchu Zeme v okamihu vystrelenia telesa:

E,+E,=0
—xmM 1
%—1—5771112:0.

Pre druht kozmickt rychlost dostavame:

R T R?
ked sme pravi stranu rovnice vyndsobili jednotkou v tvare %, a teda

vrr = v/2g0R =11,2 kms™ .



