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4 Dynamika tuhého telesa

4.1 Pohybové rovnice a podmienky rovnovahy tuhého te-
lesa

Dokonale tuhé teleso je Specidlnym pripadom stistavy hmotnych bodov, v ktorej
sa vzajomnd vzdialenost hmotnjch bodov nemeni. Hmotné body st tak blizko
seba, ze hmotnost tuhého telesa povazujeme za spojito rozlozent.
Pohybové rovnice (veta o pohybe taziska a veta o momente hybnosti), tak ako
sme ich odvodili pre sastavu hmotnych bodov, platia i v pripade tuhého telesa a
spolo¢ne tplne charakterizuju pohyb tuhého telesa. V pripade spojitého telesa
je ale potrebné diskrétny stcet nahradit spojitym, t.j. integraciou.
Matematické vyjadrenie vety o hybnosti a vety o momente hybnosti teda je:
F=¥ -4
dt dt
Ked je teleso v pokoji, rychlost a zrychlenie jeho faziska sa rovnaji nule, takze
podla prvej rovnice aj sucet vSetkych sil na teleso pdsobiacich sa rovna nule.
Ked je teleso v pokoji, nule sa rovnd aj jeho celkovy moment hybnosti a teda aj
jeho Casova zmena. Z druhej rovnice potom plynie, ze aj sii¢et momentov vset-
kych vonkajsich sil na teleso posobiacich sa rovna nule a to vzhladom na kazdy
bod, lebo ak stcet vonkajsich sil sa rovna nule, stéet ich momentov vzhladom
na kazdy bod je rovnaky.
Podmienkou rovnovahy tuhého telesa teda je aby vektorovy stcet vSetkych sil
a vektorovy sucet ich momentov vzhladom na Iubovolny bod sa rovnali nule.
Dalej sa budeme zaoberaf otid¢avym pohybom tuhého telesa. Budeme uvazo-
vat otacavy pohyb telesa v suradnicovej ststave, kde os otd¢ania nemeni svoju
polohu a budeme tento pohyb nazjvat otdcanim okolo pevnej osi. Pri otaca-
vom pohybe telesa sa vSetky jeho body pohybuji po kruzniciach, pricom stredy
tychto kruznic lezia na priamke, ktora sa nazyva os otacania. Kruznice lezia v
rovinach kolmych na os otac¢ania. V danom c¢asovom intervale opisu vsetky body
rovnaky uhol a teda maju rovnakt uhlova rychlost. (Pri posuvnom pohybe sa
pohybuju vsetky body telesa po priamkach a v danom ¢asovom intervale prejda
rovnaki vzdialenost - majt rovnaku rychlost).

4.2 Kineticka energia telesa rotujuceho okolo pevnej osi

Ak sa tuhé teleso otdca okolo pevnej osi, jeho Iubovolny hmotnostny element
dm sa pohybuje po kruznici polomeru r (Obr.4.1). Pre kinetickt energiu tohto
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elementu moZeme pisat:

Obr. 4.1

1
dE) = ivzdm,

kde v je rychlost elementu dm. Celkova kinetické energia telesa pri otdéavom po-
hybe sa rovné stctu kinetickych energii vSetkych jeho hmotnostnych elementov,

t.J.,
1 1
B, = /dE;€ = /§v2dm= §/v2dm.

Ak vyuzijeme stvis medzi obvodovou a uhlovou rychlostou v = rw, a uvedomime
si, ze uhlova rychlost je rovnakd pre vSetky elementy, dostaneme:

1 1 1
E, = 3 /dm (wr)? = §w2 /erm = §w21'

Veli¢ina definovana integralom
I= / r2dm

sa nazyva moment zotrvacnosti. V pripade otacajuceho sa telesa je to mo-
ment zotrvacnosti vzhladom na os otdcania. Je mierou zotrvaénych vlastnosti
otacajuceho sa telesa, podobne ako fiou je hmotnost pri postupnom pohybe. Z
definicie je vidief, Ze moment zotrvac¢nosti nezavisi iba od hmotnosti telesa, ale
aj od jej rozloZenia vzhladom na os otacania.
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Ak teleso nie je upevnené a pdsobia nan vonkajsie sily, moze jeho fazisko konat
postupny pohyb a celé teleso modze konat aj otacavy pohyb okolo osi prechadza-
jucej taziskom.

V tomto pripade sa vysledné kinetickd energia pohybujiceho sa telesa rovna
stucétu kinetickej energie rotacie okolo osi prechadzajucej taziskom a kinetickej
energie postupného pohybu spojeného s pohybom faziska

1 1
Ek: = 5_[0(,{)2 + imv%

Steinerova veta. Na vypocet momentu zotrvacnosti roznych telies sa vyuziva

Obr. 4.2

Steinerova veta, ktora hovori, ze ak I je moment zotrvacnosti telesa hmotnosti
m vzhladom na Tubovolnt os a I je jeho moment zotrvacnosti vzhladom na os
prechadzajicu faziskom a rovnobeznd s prvou osou, pricom vzdialenost oboch
osi je a (Obr.4.2), potom plati:

I =1y +mad?.

4.3 Moment hybnosti, pohybova rovnica rotujaceho telesa

Budeme uvazovat symetrické teleso, ktoré sa otdca okolo osi symetrie. Prispevok
do celkového momentu hybnosti od Iubovoného elementu hmotnosti dm je

dL = 7 x df = 7 x #dm,
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dL—S' di:
| I
dL,, dL,
o/ ¥

Obr. 4.3

kde 7 je jeho polohovy vektor vzhladom na Tubovolny bod na osi a ¥ je obvo-
dové rychlost (Obr.4.3). Ku kazdému vybranému elementu existuje element s
nim symetricky vzhladom na os otd¢ania. RozloZzme oba prispevky k celkovému
momentu hybnosti od vybraného elementu a od elementu s nim symetrického
na dve na seba kolmé zloiky:dfl, dL,; - zlozky rovnobezné s osou otacania a
zlozky kolmé na os: dfg, dL,,. Je vidiet, ze kolmé zlozky k celkovému momentu
hybnosti neprispievaju, pretoze su rovnako velké a opacne orientované.
Vysledny moment hybnosti sa bude rovnat suc¢tu zloziek rovnobeznych s osou
ot4cania od vsetkych elementov. Tym je uréeny aj jeho smer - bude lezatf v osi
otacania (smer jednotkového vektora ).

L = L,
= [dL;, kde dL; = dLsina a dL = |Fx ¥]dm = rvdm, teda dL; =
rvsinadm = vxdm, lebo z trojuholnika (Obr.4.3): £ = sina, ked z je kolma

vzdialenost daného elementu od osi otd¢ania, teda jeho polomer otacania.
Ak vyuzijeme stvis obvodovej a uhlovej rychlosti v = zw, mame

dL, = wz?dm,

/dL1 /wxdm—w/ 22dm = wl

= Jwijy = I4.

odkial
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Moment hybnosti je mierou otd¢avého pohybu telesa. Jeho velkost sa rovné
sufinu momentu zotrvacnosti telesa a jeho uhlovej rychlosti. Smer lezi v osi
otacania.

Ak do vety o momente hybnosti dosadime za moment hybnosti podla posledného
vztahu, dostaneme pohybovia rovnicu pre otacajlce sa teleso:

- dL _d o

ktora hovori, Ze celkovy moment sil vzhladom na pevnil os pdsobiaci na teleso
otécdajuce sa okolo tejto osi sa rovna stic¢inu jeho momentu zotrva¢nosti vzhladom
na os otacania a uhlového zrychlenia. KedZe v uvazovanom pripade symetrického
rotujticeho telesa vSetky uvedené vektory lezia v osi otd¢ania, moéZzeme pouzivat
aj skalarny tvar pohybovej rovnice:

M = Ia.

Vyssie uvedené vztahy pre moment hybnosti a moment sily platia aj pre teleso
nesymetrické vzhladom na os otdcania, avsak len pre zlozky momentu hybnosti
a momentu sily leziace v osi otacania.

Kyvadla

a) Fyzikdlne kyvadlo je lubobolné teleso, ktoré sa vplyvom vlastnej tiaze
(v gravita¢nom poli Zeme) kyve okolo vodorovnej osi neprechédzajicej tazis-
kom telesa (Obr.4.4) a preto ho moZno riesit pouzitim pohybovej rovnice pre
otacavy pohyb tuhého telesa:

Id =M.
V pripade fyzikalneho kyvadla vektory & a M =7 x G lezia v osi otacCania, ale
s opacne orientované, preto skalarna pohybova rovnica mé tvar:

d2
IF;'O = —mgrsinp
d?p mgr .
— = ————sin
e 7 e

v ktorej oznacime ™" = w?, kde w? je kladna konstanta. Ak kmity kyvadla

st malé, s dostatocnostou presnostou plati, Ze sinp = ¢, a rovnica nadobudne
tvar:

dz(P 2
@Y



38 4 DYNAMIKA TUHEHO TELESA

Obr. 4.4

Je to diferencidlna rovnica druhého radu bez pravej strany a jej rieSenim je
funkcia typu:

¢ = pocos (wt + ),

kde ¢ je maximalna vychylka, 8 je fazova konstanta a w je uhlové frekvencia.
Pre dobu kmitu fyzikalneho kyvadla potom dostavame:

w \[ mgr

b) Matematické kyvadlo je Specidlnym pripadom fyzikdlneho kyvadla. Prak-
ticky ho mozno zrealizovat tak, ze zavesime gulocku, ktord predstavuje hmotny
bod, na nit zanedbatelnej hmotnosti (Obr.4.5).

Pre moment zotrvac¢nosti matematického kyvadla plati:

I =mi?,

kde m je hmotnost gulocky a I je dizka nite (tiez je » = ). Ak tento vyraz do-
sadime za moment zotrvacnosti do vyrazu pre dobu kmitu fyzikdlneho kyvadla,

pre dobu kmitu matematického kyvadla dostaneme:

T =271 L :27r\/z.
\/ mgr g
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Obr. 4.5

4.4 Praca, vykon, veta o kinetickej energii

Nech M je moment sily posobiaci na teleso, ktoré sa moze otacat okolo pevnej
osi a nech dy je elementarny uhol, o ktory sa teleso otocilo pocas elementarneho
¢asového intervalu dt. St¢in Mdy moZno zapisat v tvare:
dw dy 1
Mdp =Iladp=I—dp=I1-"dw=Iwdw=d | =Iw?).
v PR T <2 )

Vyraz na pravej strane je elementarna zmena kinetickej energie, ku ktorej moze
dojst vtedy, ak sa vykond praca. Vyraz na lavej strane je teda elementérna praca
vykonané vonkajSimi silami:

dW = Mde.
Integraciou dostaneme vztah pre celkovii pracu W vykonanid vonkaj$imi silami
pri otoceni telesa o uhol pg — py:

P2
W = / Mde.
Y1

Vetu o kinetickej energii v pripade ota¢avého pohybu tuhého telesa okolo
pevnej osi mozno zapisat v tvare:

w2

P2
/Mdcp = /dew
$1 w1
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1 1

kde wy a wy st uhlové rychlosti otacania tuhého telesa na pociatku a na konci
posobenia momentu vonkajsich sil M.

Vykon, ako praca vykonand za jednotku Casu, je v pripade otaCavého pohybu
tuhého telesa dany vztahom:

dW  Mdy
p=2 W
at dt w



