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3 Dynamika sustavy hmotnych bodov

3.1 Tazisko stistavy hmotnych bodov a telesa

Najjednoduchsou stistavou hmotnych bodov st dva hmotné body, ktorych hmot-
nosti oznac¢ime m; a mo. Z praktickych dovodov je potrebné definovat pod-
mienky, za ktorych je ststava hmotnych bodov v pokoji. Keby sme mali napr.
¢inku s fazkymi zdvaZziami spojenymi tydou zanedbatelnej hmotnosti, zavazia
na seba posobia gravita¢nou silou. Tieto sily st silami akcie a reakcie. Cinka je
vsak kvoli tomu, ze st zavazia prepojené tycou, v pokoji. Vyslednica vnutornych
interakénych sil v stistave je nulova

Zi‘int =0.

Ak ¢inku umiestnime do gravitacného pola Zeme tak, aby sa nachddzala volne
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Obr. 3.1

v priestore nad zemskym povrchom, t¢inkom gravitacnej sily sa zacne pohy-
bovat smerom nadol. Aby sme ju udrzali v pokoji, je potrebné pdsobit na obe
zévazia silou rovnako velkou, ale opacne orientovanou. Mézeme to zrealizovat
zavesenim zavazi na land upevnené na konzole - gravitacna sila je kompenzo-
vand tahom zivesu (Obr.3.1). Ststava, teda ¢inka, je v pokoji, ak vyslednica
vSetkych vonkajsich sil, ktoré na siistavu podsobia, je nulova. Matematicky toto
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tvrdenie mozno vyjadrit jednoduchou rovnicou:
i

Cinku je mozné zavesit aj v jednom bode A, ak lano upevnime na ty¢ (Obr.3.2).
Ked to vSak prakticky skusime, zistime, Ze pri zaveseni v strede tyce, zavazZia
nezostani v horizontéalnej rovine, ale sa daji do pohybu (Obr.3.3). Miera oté-
davého éinku M bude tym vicsia, éim je vzdialenost miesta upevnenia od taz-

.....

zdvazia menS$ia a zévazie lahSie. Matematicky to moZno vyjadrit rovnicou:
M = T'QFQ — 7‘1F1.

V pripade, ze uhol medzi vektorom sily a polohovym vektorom jej pdsobiska
vzhladom na bod A je iny ako pravy (Obr.3.3), na ota¢avy G¢inok mé vplyv len
ta zlozka sily, ktora je na polohovy vektor kolmé, teda plati

M =rF, =rFsina.

Otéacavy ucéinok M mozno chapat ako vektorova veli¢inu a poslednti rovnicu
mozeme zapisat vo vektorom tvare:

M=7xF.
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Obr. 3.3

Veli¢inu M nazyvame moment sily. Aby ¢inka bola v gravitaénom poli v
pokoji, musime miesto zavesu zvolit tak, aby sa otacavé Gdinky sil Fi a B
kompenzovali, teda aby platilo: Ml = —]\ng (M; = M, teda roFy = r1Fy).
Vseobecne plati, Ze ststava je v pokoji, ak vyslednica momentov vSetkych sil je

nulové: .
> M;=o.

Bod na ty¢i, kde treba ¢inku upevnit, aby bola splnend tato podmienka, sa
chové tak, ako keby v tilom bola stistredend celd hmotnost ststavy a tento bod
nazyvame taziskom ststavy.

Pre velkosti momentov tiazovych sil stistavy dvoch bodov s hmotnostami m; a
my vzhladom na fazisko (Obr.3.4) plati:

M; = miga sing

My = mogbsin g

a m m
Mi=My = -=-2 = g=b2
b mia mia
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V zhode s oznac¢enim na obrazku pre polohovy vektor taziska dostaneme:

ny
G
Obr. 3.4
o o o o M2 o o o\ M2
r=m+d=7m"+b— =7+ (" —7p) —
mi mi
7 _m1F1+m2F2
m1+m2

Analogicky moZno definiciu polohového vektora faziska rozsirit na n bodov. V
tomto pripade dostaneme:

n
> myT

FT = z:i = Zmzr1
> m

Tito definiciu mozeme dalej rozsirit na teleso so spojite rozloZzenou hmotnostou
tak, Ze suméciu nahradime integraciou:

. rdm /
T = = rdm,
f dm m
kde integraciu treba urobit cez celé teleso, pricom 7 je polohovy vektor hmot-
nostného elementu dm telesa. Tazisko v tomto pripade mozno chapat ako hmotny
bod, ktorym sme sa zaoberali v predchadzajucich ¢astiach. A teda hmotnym bo-
dom, pokial je tento hmotny bod faziskom, mozno v niektorych pripadoch na-

hradit teleso so spojito rozlozenou hmotnostou (napr. zavazia ¢inky sme chéapali
ako hmotné body).
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3.2 Veta o hybnosti stistavy - veta o pohybe faZiska

Predpokladajme, Ze na ststavu hmotnych bodov budd posobit vonkajsie sily,
v stlade s druhym pohybovym zakonom pre i-ty hmotny bod plati F, = m;d;,
kde F; je vyslednica vonkajsich sil posobiacich na i-ty hmotny bod. Vyslednica
vSetkych sil pésobiacich na stistavu potom bude

F=Y =Y mi (3.1)
i i
pricom plati
S = Y m = Y m = G o
m;d; = m;— = mi— = —5 m;Ty.
- 1 - (2 dt - 3 dtz dt2 - '
Teda pre vyslednicu sil plati vztah
L g2 .
F = @ Zmi'lﬂi,
1

ktory mozno dalej upravit na tvar

- d37
F = mWZT = mdr, (3.2)

n
ak zoberieme do tvahy, Ze pre polohovy vektor taziska mozno pisat > m;7; =
i=1

mnrr.

Rovnica (3.2) hovori, Ze vektorovy stcet vietkych sil F posobiacich na ststavu sa
rovné sucinu celkovej hmotnosti stistavy a zrychlenia jej taziska, ¢o znamena, Ze
tazisko stustavy sa pohybuje ako ¢astica hmotnosti m, na ktort pésobi vysledné
sila F. Kvoli tomu rovnicu (3.2) nazyvame aj veta o pohybe taZziska.

Ak pre hmotny bod vyuzijeme definiciu hybnosti p; = m;¥;, rovnicu (3.1) mozno
zapisat v tvare

_, dv; d . d . dp’
F:;mia = a;mivi = &EZ:PZ = Ev

kde p je celkovéa hybnost sistavy.
Posledna rovnica hovori, Ze vektorovy sucet vsetkych sil F' pdsobiacich na st-
stavu sa rovné derivacii celkovej hybnosti ststavy podla ¢asu a nazyva sa veta



3.3 Veta o momente hybnosti 31

o hybnosti stistavy (iny tvar vety o pohybe taziska).
Ak je vyslednica vonkajsich sil F' pdsobiacich na ststavu nulové, potom celkova
hybnost ststavy Castic ostdva v ¢ase konStantnou - nemeni sa:

dp

— =0 = p' = konst..

dt P

Této rovnica je matematickym vyjadrenim zdkona zachovania hybnosti pre
ststavu ¢astic. Ststava, na ktort neposobi vonkajsia sila, sa nazyva izolovand
sustava a plati v nej zakon zachovania hybnosti.

3.3 Veta o momente hybnosti

Nech sa hmotny bod ststavy s hmotnostou m; pohybuje rychlostou v;. Vzhla-
dom na nejaky vztazny bod mozeme definovat dalsiu veli¢inu moment hybnosti
Ei:

Eizﬁ' X mT; = 75 X Pi,
kde 7; je polohovy vektor hmotného bodu m;. Ak sa napr. hmotné body stustavy
pohybujii v rovine yz, momenty hybnosti vzhladom na podiatok stradnicove;
sustavy st vektory spadajice do smeru osi z (Obr.3.5). Existuje stvis medzi
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L=L+L,+L,
X
Obr. 3.5

momentom hybnosti a momentom sily, kedze plati:

- d d drL;
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pretoze podla pravidiel derivovania st¢inu:

d S\ d7 S - d -
3 (i X mivi) = g5 X My +7r; X Fr (mﬂ}i) =

(_,

Y

Celkovy moment hybnosti ststavy je dany rovnicou
i i

a pre vektorovy sucet momentov sil posobiacich na celd ststavu dostavame:
S S dL; d ~- dL
M = M; = = — L= —.

Posledna rovnica hovori, Ze vektorovy siuicet vsetkych momentov sil na siistavu
posobiacich sa rovna derivécii celkového momentu hybnosti ststavy podla ¢asu
- veta o0 momente hybnosti. Tato veta plati pre lubovolny vztazny bod a tiez
lubovolny pohyb ststavy.

Ak je celkovy moment sil M nulovy, potom z predchadzajticej rovnice dosta-
neme:

dL .
— = 0= L = konst.,
dt

¢o je matematickym vyjadrenim zakona zachovania momentu hybnosti:
celkovy moment hybnosti stistavy hmotnych bodov, pre ktora sa vysledny mo-
ment sil rovné nule, ostava konstantny - nemeni sa.



