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2 Dynamika hmotného bodu

2.1 Newtonove pohybové zakony

Dynamika hlada odpoved na otédzku ¢o zapriciniuje pohyb a aky bude pohyb, ak
je zndma jeho pricina. Pri¢ina zmeny mechanického pohybu telies tkvie vo vza-
jomnom posobeni telies alebo ich ¢asti, pricom povod posobeni moéze byt rozny.
Vzéjomné posobenie telies moZzno popisat pomocou jediného pojmu nazvaného
sila.

Dynamika je zalozena na troch zakladnych principoch, ktoré vyslovil v r. 1678
Isaac Newton a ktoré sa nazyvaju Newtonove pohybové zakony.

2.1.1 Prvy Newtonov zdkon (zdkon zotrvaénosti)

Teleso zotrvava v pokoji alebo rovnomernom priamociarom pohybe,
kym nie je niitené vonkajsimi silami tento stav zmenit.

Tento zékon nemoZno priamo overit, lebo nemozno vytvorit také podmienky,
aby na nejaké teleso neposobili iné materidlne objekty. Je vysledkom zovseobec-
nenia pozorovani potvrdzujtcich jeho spravnost. Relativny pokoj mnohych telies
okolo nas si vysvetlujeme ako vysledok vzajomnej kompenzécie roznych silovych
uc¢inkov posobiacich na dané teleso.

Vzhladom na relativnost pohybového stavu, t.j. zdvislost veli¢in charakterizuju-
cich pohybovy stav (rychlost, zrychlenie) na volbe konkrétnej vztaznej ststavy,
vysSie uvedend formulacia I. Newtonovho zakona implicitne predpoklada exis-
tenciu ststavy ¢i suistav, na ktoré je jej platnost viazana. St to ststavy, ktoré st
vzhladom na seba v pokoji alebo v rovnomernom priamociarom pohybe. Takéto
stustavy budeme nazyvat inercialnymi.

2.1.2 Druhy Newtonov zékon (princip sily

Ako vieme, pri rovnomernom priamociarom pohybe je rychlost konstantnym
vektorom a zrychlenie je nulové. Je teda prirodzené predpokladat, Zze pdsobe-
nim sily teleso ziska urcité zrychlenie. Sila, podobne ako zrychlenie, bude potom
vektorovou veli¢inou. O stvise medzi silou a zrychlenim vyslovuje 2. Newtonov
zakon nasledovné tvrdenie:

Zrychlenie, ktoré urcitd sila hmotnému bodu udeluje, je priamo imerné poso-
biacej sile a ma smer posobiace] sily.

Ak budeme posobit na rozne telesd rovnakou silou, zistime, ze ziskaju spravidla
rozne zrychlenia. Tieto telesd sa lisia dalSou objektivnou vlastnostou, ktori na-
zyvame hmotnost. Sktisenost ukazuje, Ze ak chceme dosiahnut rovnaké zrych-
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lenie u roznych telies, musime na telesd posobit tym viicéSou silou, ¢im je vicsia
hmotnost prislusného telesa. Stivis medzi silou, zrychlenim a hmotnostou mozno
vyjadrit rovnicou:

3=

a

2. Newtonov pohybovy zakon sa zvycCajne vyjadruje v tvare:

—

a.

Il
3

Sila F je priamo Gmerna stéinu hmotnosti telesa m a zrychlenia d,
ktoré tato sila vyvolava.

V ststave SI mame pre mechaniku tri na sebe nezavislé zakladné jednotky: kilo-
gram (kg) pre hmotnost, meter (m) pre dizku a sekundu (s) pre ¢as. Jednotkou
sily je 1 Newton. Je to taka sila, ktora telesu o hmotnosti 1 kg udeluje zrychlenie
1 ms™2.

Nech sa hmotny bod hmotnosti m pohybuje rychlostou ¥. Definujeme hybnost
P hmotného bodu ako dynamickt mieru jeho pohybu:

p=mv (kgms ™).

Zmenu charakteristiky pohybového stavu - hybnosti v ¢ase mozno vyjadrif na-
sledovne:

dp  d (m7) dm N dv
—_— = — (V) = —v m—-.
dt dt dt dt
V $pecidlnom pripade, ak sa hmotnost telesa v ¢ase nemeni, plati:
dpr d (m) dv .
— = — (mv) =m— =ma
dt  dt dt ’

ale v8eobecne mozno 2. Newtonov zdkon napisat v tvare:

F=
dt

Zmena hybnosti hmotného bodu je priamo tmerna vonkajSej sile,
ktora na hmotny bod p6sobi. Toto vyjadrenie 2. Newtonovho pohybového
zékona je najvSeobecnejSie - plati v nezmenenom tvare aj v Specialnej teorii
relativity.
Princip zotrva¢nosti potom mozno formulovaf nasledovne: hybnost hmotného
bodu, na ktory nepoésobia ziadne vonkajsie sily, zostava v Case nemenna, ¢o
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. . . 2 . dp _ P P P v
moZno matematicky vyjadrit rovnicou 3z = 0, t.j., p'= konst.. Princip zotrvac-
nosti teda vyjadruje zédkon zachovania hybnosti pre hmotny bod.

2. Newtonov zdkon mozno vyjadrit vektorovou rovnicou, z ktorej postupnym

prenasobenim jednotkovymi vektormi ¢, j, k dostaneme tri skaldrne rovnice:
e =Fy, may=F,, ma,=1F,.

Ak je znama vonkaj$ia sila, rieSenim tychto rovnic ziskame charakteristiky me-
chanického pohybu hmotného bodu - zavislost rychlosti hmotného bodu od ¢asu
a dalsim integrovanim zévislost polohy od ¢asu, preto 2. Newtonov zakon nazy-
vame pohybovou rovnicou. A naopak, zo znameho priebehu polohy, pripadne
rychlosti, moZno ur¢it vonkajsiu silu, ktora pohyb zapri¢inila.

Pohyb telesa v gravitacnom poli Zeme - Sikmy vrh

|
\ 4
v

Obr. 2.1

Nech je teleso vrhnuté poc1atocnou rychlostou ¥y pod uhlom « (Obr.2.1). Na
teleso posobi tiazova sila G= —mgj a pohyb sa deje v rovine zy. Suradnicova
sustavu zvolime tak, Ze v ¢asovom okamihu ¢t = 0 je o = yg = 0. Vektor po-
Giatoénej rychlosti mozno vyjadrit ako vektorovy stucet dvoch na seba kolmych
zloziek:
To = Vot + VoyJ,
pricom
Ugy = VpCOSQ a gy = Ugsina.
Pohybové rovnice potom nadobudni tvar:

dv, dv
Fm:mﬁzo, Fy—md—ty:—mg.
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7 prvej rovnice dostaneme
dv, =0, v, = v = vgcosa

a integrovanim druhej rovnice

t

Vy
dvy = —gdt, /dvy = /—gdt = vy, =vgsina—gt
’L)oy 0

Ziskali sme zéavislost zloziek rychlosti telesa od ¢asu. Dal$im integrovanim zis-
kame zavislost stradnic od ¢asu:

1
T =vgtcosa, Y =votsina — ith.

Ak z tychto dvoch rovnic vylaéime ¢as (vyjadrime ho z prvej rovnice a dosadime
do druhej), dostaneme matematické vyjadrenie krivky pohybu:

y = xtga — 9 2
208 cos? a
¢o je rovnica paraboly.

2.1.3 Treti Newtonov zékon (princip akcie a reakcie)

Tento zakon umoznuje prechod od dynamiky jedného hmotného bodu k dyna-
mike ststavy hmotnych bodov a hovori: sily, ktorymi na seba pdsobia dve
telesa, si1 rovnako velké opa¢ného smeru.

Nech Fis je sila, ktorou pdsobi hmotny bod 1 na hmotny bod 2 a sila Fy je
sila, ktorou poésobi hmotny bod 2 na 1, potom plati:

Fy = —Fpo.

Sily akcie a reakcie lezia na spolo¢nej priamke. Tato skuto¢nost moZno mate-
maticky vyjadrit pomocou veli¢iny moment sily, ktort zavedieme neskoér. Sily
akcie a reakcie pdsobia vidy na rézne telesa, preto ich nemozno séitat
do vyslednej sily a nem6Zu sa navzajom rusit.

Poznamka
Ked na hmotny bod pdsobi stcéasne niekolko sil, potom sa vysledné zrychlenie
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hmotného bodu rovné vektorovému suctu zrychleni, ktoré by tomuto bodu ude-
lili tieto sily samostatne.
Tento empiricky poznatok vyjadruje tzv. princip nezavislosti pdsobenia sil.

Plati: . .
a’:Za’iZZ%Z% = F=) F=mad

Je teda vidiet, Ze sticasné posobenie viacerych sil je rovnocenné s poésobenim
jedinej sily, tzv. vyslednice sil, ktord sa rovna vektorovému suctu jednotlivych
sil.

Toto tvrdenie plati samozrejme aj naopak: dant silu moéZzeme rozlozit na sily,
ktorych vektorovy sicet sa rovna danej sile.

2.2 Casovy a drahovy ué¢inok sily

Aj ked sa vicéSina problémov v dynamike d4 riesit pomocou Newtonovych pohy-
bovych zdkonov, pretoze to st najvseobecnejsie zakony, v niektorych pripadoch
je takéto riesenie dost zdlhavé. Na zjednodusenie rieSenia boli z pohybovych
zdkonov odvodené niektoré dalsie stvislosti.

Pohybovéa rovnica

- dv
= m—
dt
sa da zapisat v tvare
mdv = Fdt.

Integrujme tuto rovnicu od okamihu ¢t = 0, kedy sila zacala pdsobif na hmotny
bod, ktory mal v tomto okamihu rychlost ¥, po okamih ¢, kedy m4 hmotny bod

rychlost o
7 t
/ mdv = / Fdt,
To 0

z tejto rovnice dostaneme
t
muv — miy = /ﬁdt.
0
Prava strana tejto rovnice vyjadruje tzv. ¢asovy ucinok sily - impulz sily

I= ﬁdt, takze predchadzajicu rovnicu mozno zapisat:

o o

7—po=1.
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Zmena hybnosti spdsobend vonkajSou silou pocas ¢asového intervalu t je uréend
¢o do velkosti i smeru impulzom sily.

Videli sme, Ze G¢inok sily na pohyb hmotného bodu sa dal kvantitativne posudit
pomocou ¢asového intervalu, pocas ktorého sila na bod pdsobila, vychadzajic
z 2. pohybového zakona. Podobne, vychadzajic z toho istého zakona, sa da
posudit uéinok posobiacej sily pomocou dréhy, pozdlZz ktorej na hmotny bod
posobi - tzv. drahovy Gcinok sily.

Pohybovt rovnicu v tvare

dv =
m-— =
dt
vynasobme skaldrne elementarnym vektorovym posunutim di:
dv .
m— -dr'=F - dr.
dt
Lavéa strana rovnice sa dé zapisat v tvare:
dv dr
m— -dr = m— - dv = mv - d¥ = movdv
dt dt

pretoze plati d (7 - ¥) = 20 d7 a stcasne d (v?) = 2vdv. KedZe ¥ ¥ = v?, potom
je v dv = vdv.
Po dosadeni dostaneme

mudv = F - dF.

Ak sila pdsobi na bod po drahe, ktorej pociatoény bod je urceny polohovym
vektorom 77 a koncovy bod polohovym vektorom 75, pricom velkost rychlosti
bodu v pociatocnom bode posobenia sily je v; a v koncovom bode je va, po
integrovani poslednej rovnice dostaneme

1 .
—mvs — —mui = /F -dr. (2.1)

Vyraz %mv2 je kineticka energia F; hmotného bodu hmotnosti m pohybujiceho

sa rychlostou v. Na lavej strane poslednej rovnice je rozdiel kinetickych energii
hmotného bodu na konci a na zaciatku pdsobenia sily, ktory vyjadruje vysledok
posobenia sily po drahe.

Vyraz na pravej strane je definiciou prace W:

T2 s s
W:/ﬁ-df':/‘ﬁ‘ |dF]cosa:/Fdscosoz,
& 0 0
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kde « je uhol medzi vektormi F adr. Aksila F , posobiaca na hmotny bod, mé
nenulova zlozku (F cosa # 0) spadajicu do smeru posunutia d7, kond pracu.
Préca je teda drahovym tcéinkom sily.

Rovnica (2.1) sa nazyva aj veta o kinetickej energii a hovori, Ze ak na hmotny
bod posobi sila pozdlz nejakej dréhy, tato sila vykona pracu, ktora sa prejavi v
zmene kinetickej energie bodu.

Jednotka prace a kinetickej energie je rovnaka - joule: 1J = 1kgm?s~2.
Vo fyzike, ale aj v praktickom Zivote, nas ¢asto zaujima nielen velkost vykonane;
prace, ale tiez Casovy interval, za ktory sa praca vykonala. Na charakterizovanie
tejto skutoc¢nosti pouzivame veli¢inu nazyvanta vykon.

Priemerny vykon definujeme vzfahom:

AW
s — At bl
teda ako podiel celkovej prace AW vykonanej pocas ¢asového intervalu At a
tohto ¢asového intervalu.

Vo v8eobecnosti praca nemusi byt vykondvana rovnomerne v Gase a je preto
uzitoéné zaviest tzv. okamzity vykon:

aw
dt’

pricom dW je elementarna praca vykonana za elementarny ¢asovy interval dt.
Tento vyraz mozno upravit nasledovne:

P:dW_F-dF

W - a b

Okamzity vykon teda moZno vyjadrit skaldrnym sti¢inom sily a rychlosti, ktorou
sa posobisko sily pohybuje.
Jednotkou vykonu v SI je watt (1 W = 1Js7' = 1 kgm?s~3).

2.3 Potencialna energia, zakon zachovania mechanickej ener-
gie

2.3.1 Potencialna energia

7 vety o kinetickej energii vyplyva, Ze ak sila posobi v smere pohybu hmotného

bodu - jej praca je kladné, kinetickéd energia bodu vzrastie; ak sila pésobi proti
pohybu hmotného bodu - jej praca je zaporna, kineticka energia bodu sa zmensi.
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Obr. 2.2

Majme gulocku - hmotny bod pripevneny na koniec pruziny a tahom ruky ju
premiestnime z polohy 1 do polohy 2 po drahe s ako je to na Obr.2.2.
V oboch krajnych polohdch mé guldcka nulova kineticki energiu, takZe napriek

2
tomu, zZe sme vykonali pracu W, = f F,ds, kinetické energia gulocky sa nezme-
1

nila, gulocka je v pokoji. To je mozné v stlade s 1. pohybovym zikonom len
tak, Ze existuje sila F' (pruzné sila pruZiny), pre ktoru plati:

F,+F=0 = F=-F,

Nami vykonand préca sa prejavi v tom, Ze sa gulocka premiestni z polohy 1 do
polohy 2 (pruzina je natiahnutd). Ked tah ruky postupne zmensujeme, pruzina
vrati gulocku do podiatocnej polohy 1. Teda napité pruzina (k jej napétiu bolo
potrebné vykonat vonkajsiu pracu) mé schopnost konat pracu, ¢o sa prejavi pri
premiestneni hmotného bodu z miesta 2 do miesta 1.

Celkova praca sil posobiacich na hmotny bod je v tomto pripade nulova, ale
pracou vonkajsej sily hmotny bod upevneny na pruzine ziskal schopnost konat
pracu, teda mé urcitt formu energie, aj v pripade, ze je v pokoji. Tuto energiu
nazyvame potencialna energia.

Potencidlnu energiu mozno definovat len v poli konzervativnych sil. Sila je
konzervativna, ak zavisi iba od polohy a praca vykonana touto silou zavisi iba
od podiatoéného a koncového bodu drahy, pozdlz ktorej sila poésobi na hmotny
bod. Praca teda nezévisi od dlzky a tvaru prejdenej dréhy. To znamena, Ze
praca vykonana pozdlz uzavretej dréhy je nulova. Je treba si uvedomif, Ze na
rozdiel od kinetickej energie, potencialna energia hmotného bodu zavisi nielen
od charakteristik hmotného bodu, ale aj od vlastnosti silového pola (v tomto
pripade pruziny). Preto sa pre potencidlnu energiu nedd uréit jediny koneény
vyraz ako pre kinetickil energiu.

Zmenu potencialnej energie hmotného bodu pri jeho premiestneni z miesta
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1 do miesta 2 v poli konzervativnej sily F definujeme vztahom:

2

2
AE,,:W,,:/ 1,-df:f/ﬁ.df:
1

Podla uvedenej definicie predstavuje zmena potencidlnej energie pracu vonkaj-
Sich sil potrebnii na premiestnenie telesa medzi danymi dvoma polohami za
neustalej rovnovahy vonkajsej sily a sily pola. Mozeme vSak uréit len zmenu
potencidlnej energie a ak chceme hovorit o potencialnej energii v danom mieste,
musime si zvolit jej hodnotu v jednom bode. Inymi slovami potencidlna energie
je uréend s presnostou na lubovolna aditivnu konstantu.

Pre elementarnu zmenu potencialnej energie zrejme plati:

dE, = —F - dF.

Ak pozname potencidlnu energiu hmotného bodu v poli nejakej konzervativnej
sily, pomocou nasledovného stivisu mézeme urcit podsobiacu silu:

L7 = dEB, = 222 de + 22 dy + 2 dz =

R ﬁ) : (dxﬂ dyj + dzE) =

a teda

Potencialna energia telesa v malej vyske v gravitacnom poli Zeme

Jednym z najznamejsich pripadov pola konzervativnych sil je gravitacné pole.
Vyjadrime zmenu potencidlnej energie telesa hmotnosti m pri jeho preneseni
z miesta 1 vo vyske h; nad zemskym povrchom do miesta 2 vo vyske ho nad
zemskym povrchom (Obr. 2.32.3). Obidve vysky st ovela mensie ako je polomer
Zeme. Pri premiestneni telesa vykonaju vonkajsie sily pracu W, ktora sa rovna
narastu potencialnej energie telesa v gravitacnom poli:

2 2
WU:AEp:fFU~dF:f‘FU
1 1

|d7] cos @ =

ho
= [mgdscosa = [ mgdh = mghy — mghy,
h1
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Obr. 2.3

pretoze plati

% = cosa = dscosa = dh.
ds

Vykonana praca a zmena potencialnej energie nezavisi od tvaru ani dizky tra-
jektorie, ale zavisi iba od pociato¢nej a konec¢nej polohy telesa v gravitaénom
poli.

Pre potencidlnu energiu telesa hmotnosti m, ktoré je v nie velkej vyske h nad
zemskym povrchom, vzhladom na povrch Zeme plati:

E, = mgh.

2.3.2 Zakon zachovania mechanickej energie

7 definicie potencialnej energie pre pracu sil v konzervativnom silovom poli a z
vety o kinetickej energii modZzeme pisat:

~AE, =W, AE,=W,

kde
AE, =E, —E,, AE,=En—En

a z rovnosti pravych stran prvych dvoch rovnic dostaneme:
— (Ep2 — Ep1) = B2 — Ega,

alebo
B+ Ep = Eyo + Eps.



24 2 DYNAMIKA HMOTNEHO BODU

Ak definujeme celkovii mechanicku energiu E telesa ako sucet kinetickej a
potencialnej energie
E=E,+E,,

potom z poslednej rovnice pre mechanicki energiu telesa v poli konzervativnych
sil plati:
E = E, + E, = konst..

Celkova mechanickd energia telesa, na ktoré posobia len konzervativne sily,
ostava konstantna, teda celkova mechanicka energia v poli konzervativnych sil sa
zachovéva. Tento vysledok sa nazyva zakon zachovania mechanickej ener-
gie pre konzervativne sily. Je zvla§tnym pripadom vSeobecného zékona - zakona
zachovania energie: celkova energia izolovanej sustavy (vSetky vonkajsie po-
sobenia na fiu st nulové) je konstantnd, rozne formy energie sa vSak vo vnutri
ststavy mozu vzajomne menif jedna na druhd. Zikon zachovania energie patri
medzi niekolko zdkladnych najvSeobecnejsich prirodnych zédkonov.

Zakon zachovania mechanickej energie v gravitacnom poli Zeme

a) Zvisly vrh nahor

Hmotny bod hmotnosti m bol vrhnuty zvisle nahor. Pohybuje sa rovnomerne
spomalenym pohybom az do maximélnej vysky A,qz, potom padd volnym pé-
dom na zemsky povrch. Pre Iubovolné dva body, napr. bod 1 vo vyske h; kde
mé hmotny bod rjchlost v; a bod 2 vo vyske hso, s rychlostou hmotného bodu
vg, plati podla zdkona zachovania mechanickej energie hmotného bodu v gravi-
ta¢nom poli Zeme:

E, =E,

By +Ep = B+ Epp

1 1
§mvf + mghy = imvg + mgha.

Pri pohybe nahor teda kinetickd energia hmotného bodu klesé, pretoze jeho
rychlost sa zmenSuje aZ po maximalnu vysku, kde je rychlost a teda aj kineticka
energia nulova, a stcasne potencidlna energia sa zvicsuje s rasticou vyskou az
po maximalnu vysku, kde je potencidlna energia maximélna. Od tohto bodu
padé volnym padom, pridom s klesajicou vyskou klesd potencidlna energia az
na nulu v bode dopadu a stcasne rastie s rychlostou aj kinetickd energia az na
svoju maximalnu hodnotu v bode dopadu.
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Ak teda bodom 1 je maximalna vyska h.,,..; a bodom 2 je bod dopadu, kde
rychlost ma hodnotu vy, zo zdkona zachovania mechanickej energie mame:

O+Epmax - Ekmax+0

1

_ 2
mghmax = §mvmax.

b) Sikmy vrh

Pomocou zédkona zachovania mechanickej energie hmotného bodu hmotnosti m
vrhnutého $ikmo nahor pod uhlom « v gravitaénom poli Zeme moZeme velmi
jednoducho ziskat hodnotu maximalnej vysky hmotného bodu pri tomto pohybe.
Zapiseme celkovii mechanickt energiu bodu v mieste dopadu (alebo vrhnutia),
ked je potencidlna energia nulova (vyska je nulovd) a rychlost je rovna pocia-
to¢nej rychlosti vy a v bode maximalnej vysky A.nqz, kedy rychlost hmotného
bodu mé iba z-ovi zlozku v, (y-ova zlozka rychlosti je v tomto mieste nulova)
a dame ich do rovnosti:

1 1
fmvg +0= fmvg 4+ mghmax,

2 2

celtl rovnicu mozno predelif hmotnostou m (maximélna vyska nebude zavisiet
od hmotnosti) a po tGprave dostaneme:

1
2 2
hmax = @ (/UO - /Uz) .
Po dosadeni v, = vg cos o dostaneme pre maximélnu vysku vztah:

hmax = 25" (1 —cos’a) = %vg sin? a.



