3 Dynamika sustavy hmotnych bodov a telesa

Je mozné, aby pri Celnom naraze
dvoch Zelezni¢nych vagonov, vagon
s niekol’konasobne vy$Sou hmotno-
stou zmenil svoj smer a po naraze sa
pohyboval v povodnom  smere
pohybu TahSieho vagoéna spolu

s 'ah§im vagébnom?

Zakladné pojmy:

moment sily, moment hybnosti, tazisko sustavy hmotnych bodov a tuhého telesa, 1. veta
impulzova, 2. veta impulzova, zdkon zachovania hybnosti, zdkon zachovania momentu
hybnosti, kinetickd energia sustavy hmotnych bodov a tuhého telesa, moment zotrvacnosti,
Steinerova veta, pohybova rovnica rotujiceho telesa, praca, vykon, veta o Kinetickej energii,

kyvadla

Hmotny bod bol zavedeny do mechaniky ako teleso, ktorého tvar a rozmery pri rieSeni
mechanického pohybu bolo mozné zanedbat’. Ked’ to charakter ilohy neumoziuje, potom ide
o tzv. teleso. Kazdé teleso podl'a zlozenia mézeme povazovat’ za sustavu hmotnych bodov.
Pohyb sustavy hmotnych bodov ako celku je urceny vtedy, ked” pozname pohyb kazdého z jej
bodov. Pri popisovani pohybu telesa berieme do uvahy, ze vonkajsie sily, ktoré nan posobia,
ho nedeformuju. Takému telesu hovorime dokonale tuhé teleso. V tejto kapitole sa
sustredime na popis pohybu sustav hmotnych bodov a tuhych telies na konkrétnych

prikladoch.
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Pri popisovani pohybu telesa berieme do uvahy, ze vonkajSie sily, ktoré nan pdsobia, ho
nedeformuju. Takému telesu hovorime dokonale tuhé teleso. V tejto kapitole sa sustredime

na popis pohybu ststav hmotnych bodov a tuhych telies na konkrétnych prikladoch.

Moment sily charakterizuje otaavy ucinok sily na teleso alebo jeden hmotny bod a je dany

vztahom
M =FxF, (3.1)

kde T je polohovy vektor pdsobiska sily. Jednotkou momentu sily je newtonmeter, (M) = Nm.

Moment hybnosti je veli¢ina, ktora charakterizuje pohybovy stav telesa pri otaavom pohybe

(podobne ako hybnost’ charakterizuje pohybovy stav pri posuvnom pohybe)

L=FxP=Fxmv, (3.2)

jej jednotkou je kilogram meter na druht za sekundu, (L) = kg.m?s.

Tazisko resp. hmotny stred sustavy hmotnych bodov alebo telesa je bod, v ktorom je
sustredena vSetka hmotnost’ sustavy (telesa) a posobi vnom celkova tiaz celej sustavy

(telesa). Pre sustavu hmotnych bodov je jeho poloha vzhladom na zvoleny stradnicovy

systém dana vzt'ahom

= : (3.3)

kde m; je hmotnost’ i — tého bodu sustavy a T je jeho polohovy vektor. Vztah (3.3) vyjadruje

polohovy vektor taziska sustavy. Poloha taziska mdze byt popisand aj pomocou stradnic

vzhl'adom na zvoleny stradnicovy systém
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N N
zmiyi zmizi
yr =S =15 (3.4)

m, > m, .Z:; m,

i=1

Zmix

—_ 1=
X, =

1
N
i=1

Polohovy vektor taziska telesa je dany vztahom

L1
= [Fdm, (35)

kde vektor T je polohovy vektor vybraného hmotného elementu dm. Zlozky vektora F; mozu

byt vyjadrené

1 1 1
xTzajxdm yTzaJ'ydm szaj'zdm. (3.6)
Prva veta impulzova (veta o hybnosti sistavy) popisuje posuvny pohyb sustavy hmotnych

bodov a tuhého telesa, podla ktorej vyslednica vSetkych vonkajsich sil posobiacich na sustavu

hmotnych bodov alebo teleso je rovna ¢asovej zmene hybnosti sustavy resp. telesa

T
I
ol

3.7)

Q_|D-
~—+

Druha veta impulzova (veta o momente hybnosti) popisuje rotacny pohyb ststavy
hmotnych bodov atuhého telesa. Jej znenie je nasledovné: vektorovy sucet vSetkych
momentov vonkajSich sil pdsobiacich na ststavu hmotnych bodov alebo teleso je rovny

¢asovej zmene momentu hybnosti sustavy resp. telesa

S di
M= (3.8)

Z:akon zachovania hybnosti vyplyva z prvej impulzovej vety

p= . p, = konst.. (3.9)
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Ak sucet vSetkych vonkajsich sil pdsobiacich na sustavu alebo na teleso je rovny nule, potom

celkova hybnost’ sustavy hmotnych bodov alebo telesa je konstantna.

Z:akon zachovania momentu hybnosti vyplyva z druhej impulzovej vety

L=>"L =kont.. (3.10)

i=1

Ak sucet vSetkych momentov vonkajsich sil posobiacich na ststavu alebo na teleso je rovny

nule, potom celkovy moment hybnosti sustavy hmotnych bodov je konstantny.

Kineticka energia telesa rotujiceho okolo pevnej osi je dana vzt'ahom

E, == lw?, (3.11)

(3.12)

je moment zotrvaénosti telesa vzhl'adom na os, okolo ktorej rotuje.

Moment zotrvacnosti zavisi od volby osi otdcania a rozloZenia hmotnych

bodov sustavy resp. hmotnosti telesa okolo nej. Ak sa zmeni os otdcania,
prejde k prerozdeleniu rozlozenia hmotnych bodov resp. hmotnosti telesa,

teda sa zmeni aj hodnota momentu zotrvacnosti.

Jednotka momentu zotrvacnosti je kilogram meter na druhu, (I) = kg.m?.

V pripade vypoctu momentu zotrvacnosti vzhl'adom na os, ktord neprechadza t'aziskom telesa

a jej od neho vzdialena o ur€itt vzdialenost’ pouZzijeme tzv. Steinerovu vetu

I =ma’ +1,, (3.13)

kde 1y je moment zotrvaénosti telesa vzhl'adom na t'azisko.

iSteinerova veta hovori: moment zotrvacnosti telesa vzhl'adom k osi neprechadzajucej

tanskom je rovny momentu zotrvacnosti telesa vzhladom k osi stou rovnobeznou
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| prechadzajicou taziskom, zvid¢8enou o sucin hmotnosti telesa m a kvadratu vzdialenosti |
; |

| taziska od povodnej osi a (ma?).

Ak sa teleso vali, ¢o je zlozeny pohyb (otacanie a posuvanie), ma kinetickl energiu rovnu

suctu kinetickych energii posuvného a ota¢avého pohybu, t.j.

21 o5, 10,
Ek_Emv +§Iw . (3.14)

Pohybova rovnica rotujticeho telesa okolo pevnej osi

M =¢l, (3.15)

kde ¢je uhlové zrychlenie a | je moment zotrvacnosti telesa vzhI'adom K 0si rotacie.

Pohybovd rovnica hovori: siin momentu zotrvacnosti telesa k osi rotacie auhlového

zrychlenia sa rovnd momentu vsetkych vonkajSich sil vzhl'adom k tej istej osi rotacie.

Moment hybnosti pre teleso rotujice okolo pevnej osi je

L=lw. (3.17)

Praca telesa rotujuceho okolo pevnej osi vykonana vonkajsimi silami pri otoceni telesa o

uhol @, — ¢ je
P2

W = [Mdg. (3.18)
1

Jednotkou prace je joule, (W) = J.

Vetu o Kkinetickej energii, v pripade ota¢avého pohybu tuhého telesa okolo pevnej osi,

mozeme matematicky zapisat’ v tvare
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1
W:%l G)ZZ—EIQ)f:EkZ—Ekl:AEk, (3.19)

kde @, @, st uhlové rychlosti tuhého telesa na zaciatku a na konci poésobenia momentu

vonkajsich sil M.

Vykon (praca vykonana za jednotku casu) je v pripade otacavého pohybu tuhého telesa dany

vzt'ahom
P Vo, (3.20)
dt

Jednotkou vykonu je watt, (P) = W.

Pre periédu kmitov fyzikalneho kyvadla

T=—=2n|—. (3.21)

Fyzikalne kyvadio je teleso, ktoré sa kyve bez trenia vplyvom vlastnej tiaze okolo vodorovnej

osi neprechadzajucej taziskom. Ide tu v podstate o rotacny pohyb telesa okolo pevne osi..

Pre periédu kmitov matematického kyvadla

f |
T =27 |—.
g (3.22)

Matematickym kyvadlom nazgvame teleso hmotnosti m, zavesené na tuhom vlakne dizky I,

ktorého hmotnost’ je zanedbatel'na vzh'adom k hmotnosti telesa.
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o Riesené priklady

Priklad 3.1 gtyri hmotné body s hmotnostami m; =29, my;=5¢g, my=10gamys=7 gsu
rozlozené v priestore v bodoch Ay [-4,2;7], Ay [-2-3-4], As [-4,2,7] a A, [1;-4;-6],
kde suradnice v zatvorke st udané v centimetroch. Vypocitajte suradnice taziska tejto sustavy
hmotnych bodov.

A [-427], m=2g
A, [-2,-3-4], m;=5g¢
As [-42,7],ms=10¢g
Ag [L—4,-6],my=T7g

X1, Y1, 21 =7

RieSenie:
Body, ktorych suradnice a hmotnosti su dané, predstavuju sustavu 4 bodov. Na vypocet
stradnic taziska tejto sustavy pouzijeme rovnice (3.4), ktoré upravime pre tejto pripad

X.
M+ MyX, + MyX, + M, X,

Xy = Izi 1)
S'm, m +m, +m, +m,
I
i=1
4
MY,
y _ =1 _ mlyl + m2y2 + m3y3 + m4y4 (2)
T 4 -
Sm, m, +m, +m, +m,
1
i=1
4
Zmizi
p A ML EMZ ML ML, g
Z“:m_ m, +m, +m, +m,
I

Dosadenim za hmotnosti a suradnice jednotlivych bodov do vztahov (1) — (3) pre stradnice t'aziska
sustavy dostavame

o _ 2(A+5.(2)+10(4)+71_ 51 _

] =-2]125cm
2+5+2+10+7 24
_22+5(9+102+7(4) _-19 _ 42950
2+5+2+10+7 24
« = 2.7+5.(-4)+10.7+ 7.(-6) :2 — 0917 cm

T 2+5+2+10+7 24
Suradnice t’aZiska ststavy 4 bodov su T = [— 2,125:—0 ,792;0,917] cm.

41



Priklad 3.2 Vypocitajte suradnice t'aziska tvaru, ktory vznikne, ked’ z homogénneho §tvorca

zanedbatelnej hribky, s dizkou strany a, vystrihneme rovnoramenny trojuholnik podl'a obr.
3.1.

a
T=? A
Yy
1
0O X
Obr. 3.1
RieSenie:

Po vystrihnuti trojuholnika zo S§tvorca, moézeme zvySok telesa rozdelit na 3 zhodné
rovnoramenné trojuholniky. Dva protil'ahlé trojuholniky (nad a pod vodorovnou osou
prechadzajucou bodom T;) vytvaraju teleso, ktoré ma tazisko v tomto bode. Jeho suradnice

v danej suradnej ststave su Tl:{%,%} Treti trojuholnik (¢islo 2) ma tazisko v bode

1aa aa
=== =|===]
[32 2} {6 2}

\\/ y; Tazisko v rovnoramennom trojuholniku lezi v 1/3 tretine vysky trojuholnika.

= Preto x-ovd siradnica taziska T» je a/6, kde a/2 je vySka trojuholnika ¢.2.

Ak ozna¢ime hmotnost’ jedného trojuholnika m, potom tazisko hl'adaného utvaru T najdeme
ako tazisko sustavy dvoch hmotnych bodov. Prvy je v bode T; a jeho hmotnost’ je 2m, druhy
je v bode T, a jeho hmotnost je m.

Stradnice taziska T" vypoéitame pomocou vztahu (3.4)

Zmixi om?ym?
_5 __ 2 6_1,
>om, 2m+m 18

*

X

Zmiyi 2mE+m§
+ _ 2 2

y >m T omam 20
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TaZisko daného atvaru ma saradnice T™ = |:Z—g ,%} .

Priklad 3.3 Vypocitajte polohu taziska homogénnej dosky tvaru rovnoramenného
trojuholnika s ramenami b a zékladnou 2a (obr. 3.2).

a,b
y
T=7?
3¢ v
/ \yﬁl‘l
/ )
y
N
H' X
a
Obr. 3.2
RieSenie:

V tomto pripade nemdézeme dosku nahradit’ sustavou hmotnych bodov ako v predchddzajucom
priklade. Musime sa na nu divat ako na teleso, ktorého stradnice taziska vypocCitame pomocou
vztahov (3.6). zvolime si suradnicovy systém, do ktorého dosku umiestnime tak, aby bola symetricka
podl'a osi y. Zo symetrie vyplyva (obr. 3.2), Ze pocitame iba y - ovu suradnicu taziska, pretoze X — ova
suradnica je rovna nule. Potom

1
XT :EJ.de=O
Y ==[ydm, @©
T m '

kde dm predstavuje hmotny element (vel'mi mala Cast’ telesa tejto hmotnosti), na vypocet ktorého
pouzijeme plo$nt hustotu

dn m
=
=i s ¥

\\/ y, Vo vztahu (2) je dS obsah hmotného elementu, ktory si v prikladoch volime.

= Sam predstavuju obsah a hmotnost celej dosky.

Hmotny element vyberieme v tvare pésika rovnobezného s osou X, ktorého dS ur¢ime ako obsah
obdlznika dS = 2xdy (3). Obsah dosky je S = %4.2av (4).Upravou vztahu (2) a dosadenim za plochy
vztahy (3) a (4) hmotnost’ hmotného elementu je

dm= m2xdy. (5)
av
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Stradnicu X vyjadrime cez premennu Yy pomocou podobnosti trojuholnikov pri odvesnach a,
v vzhl'adom k odvesnam X, (V—Y)

X = E(v—y), resp. X = a(l—lj (6)
v v

Potom dosadenim (5) a (6) do (1) y —ova stradnica taziska

v 37V
y*zij-ydm :ijyﬂZxdy:i a(]__ljydy:g{y__y_} —lvzl b2_a2 .
m m< " av avy 3

Stradnice taZiska s T = |:0; %\/ b? — az} .

Priklad 3.4 Vypo¢itajte moment zotrvacnosti homogénnej tyée dizky |, prierezu S a hmotnosti
m vzhladom na os kolmu na smer dlzky a) prechadzajuicu koncovym bodom tyce,
b) prechadzajicu stredom tyce.

I, m .

=7
RieSenie:
a) Moment zotrvacnosti je dany vztahom (3.12) | = Irzdm (1), kde r je vzdialenost’ hmotného

elementu od osi otdCania. Ty¢ umiestnime na os X —ovl tak, aby os otdc¢ania bola totozna
S 0S0U Y — ovou. Za hmotny element dm si zvolime &ast’ dizky ty¢e dizky dx. Jeho vzdialenost
od osi otacania oznacime X (r = X). Ak predpokladame, ze ty¢ ma zanedbatelny prierez, potom
na vypocet hmotnosti hmotného elementu pouzijeme dizkovt hustotu

T:—:

I »

dmm
I

kde m a | sa hmotnost’ a dizka ty&e a dl = dx. Pre hmotny element

dm = Imdx. @)

Dosadenim (2), (3) do (1) a Gipravou

| 3'
I:Ixzdm:mszdx:mx— :lmlz.
1) 1133

\\/ / Pri integrovani sa posuvame hmotnym elementom od jedného konca tyce na

N druhy koniec, preto integruje v hraniciach od 0 po .
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b) Ak os otidCania prechadza stredom tyce, potom na vypocet pouzijeme ten isty postup.
Integrujeme v hraniciach od — 1/2 po 1/2

' [
4
3 |3 |3 |3

3 ;

I:szdm:mszdx:mx_ :lm — +— :lmz_:imﬁ
1 113, 31\8 8) 3178 12
) 2

2

] Pri pocitani sme mohli v tomto pripade pouzit aj Steinerovu vetu (3.13).
n
e s 1 2 1
Moment zotrvacnosti tyCe je a) | = 3 ml“ab) I = Eml :

Priklad 3.5 Vypocitajte moment zotrvacnosti kruhovej dosky hmotnosti m = 2 kg a polomeru
R = 10 cm vzhladom na os prechadzajicu a) stredom dosky kolmo na rovinu dosky
a b) bodom vo vzdialenosti X =5 cm od stredu dosky, kolmo na rovinu dosky. Hriibku dosky
zanedbajte.

m=2kg -
R=10cm=0,1m

a) lg=7?

b)I;=?,x=5cm=0,05m

RieSenie:

a) Na vypocet momentu zotrvacnosti pouzijeme opét’ vztah (3.12) | = J. r’dm (1).

Kruhovi dosku umiestnime do roviny Xy, tak, aby os otdCania bola totozna s osou

Z —ovou, potom elementdrnu hmotnost’ telesa mozeme vyjadrit pomocou plosnej hustoty
V tvare

dm = %ds _ %rdrd(p(Z), kde S je plocha kruhovej dosky , r € (0,R) a g (0,27).

Dosadenim (2) do (1)
m mt ., m[{rl » m R
_[v2qm M 3 L LU _ myr ~_ M Kk
Io_jr dm_ﬂRZHr drdgo_ﬂRzlr dr£d¢_ﬂR2[4l}[¢]° -2 27
l, = %mRz = %2.012 =0,01kgm’®

b) Ak os otacania prechadza bodom vo vzdialenosti X od stredu (taziska) kruhovej dosky
potom podl'a Steinerovej vety (3.13)

I, =1, +mx° =%mR2 +mx* =0,01+ 2.0,05° = 0,015kgm?.

Moment zotrvaénosti kruhovej dosky je a) 1, =0,01kgm* ab) I, = 0,015kgm’.
Priklad 3.6 Vypocitajte moment zotrvacnosti dutého valca vzhl'adom na jeho geometricku os.
Hmotnost valca je m = 3,3 kg, vyska valca je h, vntorny a vonkajsi polomer je Ry = 0,12 m

aR,=0,23m.
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m = 3,3 kg -
R1=0,12m

R,=0,23m

=7

RieSenie:
Moment zotrvacnosti telesa vypocitame pomocou vzt'ahu
1= Irzdm , (D)

kde hmotnostny element dm je tvoreny mnozinou bodov s rovnakou vzdialenostou r od 0si
rotacie. V nasom pripade je to stiosovy duty valec polomeru re < Rj, R, > nekonecne malej
hrabky dr, pre ktorého hmotnost’ plati

dm=pdV =—— " h2mdr. (2)

7(R; RN

\\/ / Na vypocet hmotnosti hmotného elementu sme pouzili objemovii hustotu
-

_dm m

P TV

Potom dosadenim (2) do (1)

47R2

I=.|.r2dm:R_[2r2 m 2rrdr= 2 Rfrsdr: am I :m(R2+Rf)
2 7(RZ—R?) IRj—RfiRl (RZ-R?)| 4 W 2 '

Po ¢iselnom dosadeni

33

1= (012 + 0,23°)=873kgm’

Moment zotrvacnosti dutého valca je 873 kgmz.

Priklad 3.7 Vagén naloZeny pieskom hmotnosti m; = 50 ton, sa pohybuje priamociarym
rovnomernym pohybom po vodorovnej rovine rychlostou v; = 5 m/s. Oproti nemu ide
prazdny vagén hmotnosti my = 20 ton rychlostou v, = 20 m/s. Po ndraze sa vagony spoja.
Ako sa buda pohybovat’ po zrazke?

m; =50 ton
m, =20 ton
vi=5m/s
v, =20 m/s
v, ="?

RieSenie:
Po zrazke sa vagony spoja avytvoria sustavu (jeden celok), ktora bude mat" hmotnost’
m=m, +m, a rychlost'V,. Na vypocet tejto rychlosti, pouzijeme zdkon zachovania hybnosti

(3.9), podla ktorého sa celkova hybnost sustavy pred zrazkou ( P, + P,) rovna celkovej
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hybnosti po zrazke ( p;)
P+ P, =P (1)

Dosadenim za hybnosti vagénov (vektor p, predstavuje hybnost prvého vagoéna a
vektor p, hybnost’ druhého vagéna pred zrazkou)

ml\71 + m2\72 = (ml +m, )\73- (2)

Pri uprave vztahu (2) vyuzZijeme poznatok, Ze vagony sa pohybuju
W\ //’ rovnomernym priamociarym pohybom. Staci uvazovat len velkosti rychlosti,
preto rovnicu (2) zapiseme bez vektorov (bez Sipok). Sucasne zohladnime
fakt, zZe druhy vagon sa pohybuje opacnym smerom ako prvy, pomocou

znamienka minus.

Upravou rovnice (2)

MV, —M,V, = (ml + mz)\’s-
Odtial’ pre hl'adant rychlost’

_ myv,—m,v, 50000.5-20000.20
m +m, 50000 + 20000
Rychlost’ po zrazke vagonov je 2,14 m/s. Znamienko minus znamena, Ze po zraZzke sa

vagony budu pohybovat’ v smere pohybu prazdneho vagéna, teda opacnym smerom ako
sa pohybuje plny vagon.(Tymto prikladom sme odpovedali na otazku z ivodu kapitoly).

=-214m/s.

V3

Priklad 3.8 Do akej vysky sa z rovnovaznej polohy vychyli matematické kyvadlo hmotnosti
my = 10 kg, ked’ v iom uviazne strela hmotnosti m; = 100 g letiaca rychlost'ou v = 200 m/s?
Aké mnozstvo energie sa pri zrazke premeni na teplo?

m; =100 g = 0,1 kg .

m, = 10 kg
v, =200 m/s
Vo = 0

h="?

Q=7
RieSenie:

Matematické kyvadlo astrela predstavuju ststavu dvoch bodov, pre ktora plati zakon
zachovania hybnosti (3.9) a zakon zachovania mechanickej energie. Po uviaznuti strely, sa

ststava s hmotnostou m=m, +m, bude pohybovat’ rychlostou v, pricom na zaciatku

predpokladdme, Ze dand sustava sa nachddza v nulovej vyske (polohou strely je vedena nulova
potencialna hladina). Po vychyleni kyvadla do maximalnej vySky h jej rychlost” klesne na 0.
Na vyjadrenie vysky h, do ktorej sa sustava vychyli pouzijeme zakon zachovania energie

E,=E,,

kde indexom nula je vyjadrena energia ststavy po zrazke so strelou a indexom jedna energia
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vo vyske h. Celkova energia je dana ako stcet kinetickej a potencialnej energie
B+ EpO =B+ Eplv 1)

kde E,, = %mvz (2). E,,=mgh (3) a E,, = E,, =0J (4).

Dosadenim (2), (3), (4) do (1)
%mv2 +0=0+mgh

2

Odtial’ pre vysku do ktorej sa kyvadlo sa vychyli 4 = ;— )]
g

\\/ / Rychlost, ktora vystupuje vo vztahu (5) je ind ako rychlost vi, ktori mala

- rv ; ’ v v
strela pred zrdazkou. Rychlost strely sa po zrdzke zmensi.

Rychlost’ v sustavy nepozname. Na jej urCenie pouzijeme zakon zachovania hybnosti
izolovanej sustavy

P+ P, = P,

kde vektor p, predstavuje hybnost’ strely a vektor p, hybnost” matematického kyvadla pred
zrazkou a vektor P, hybnost’ sustavy strela + kyvadlo po zrdzke. Potom dosadenim za
jednotlivé hybnosti

my, + m,0= (ml + mz)v
a upravou pre rychlost’ sustavy po zrazke

v=—"1_ ()
m, +m,

Dosadenim (6) do (5) pre vysku h

(mv)* _ (01200
2g(m +m,)’  2.9,81(0,1+10)

h= 0,2m

Mnozstvo energie, ktoré sa premeni na teplo v dosledku prace odporovej sily pri zabrzdeni
strely v kyvadle je dané rozdielom kinetickej energie strely pred zrazkou a Kinetickej energie
kyvadla po zrazke

2
1, 1 , 1 , 1 myv, 1 m
Q 2lel 2mv 2 Y 2( +m2{m]+m2) 2mlv1( m1+mJ
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1

Q= E0,1.2002(1— 0l

0,1+10

j =1980,2J

Matematické kyvadlo sa vychyli do vySky 0,2 m. MnoZstvo energie, ktoré sa premeni
na teplo pri zrazke je 1980,2 J.

Priklad 3.9 Ty¢ hmotnosti m = 2 kg a dizky | = 1 m je uloZena na vodorovnej osi
prechadzajucej jej koncovym bodom. Akou rychlostou prejde druhy koncovy bod tyce svojou
najnizSou polohou, ked’ ty¢ pustime z najvyssej polohy?

m=2kg -
I=1m

Vi = ?
RieSenie:
Na vyjadrenie rychlosti v najnizsej polohe pouzijeme zékon zachovania mechanickej energie.

Zvolme za nulovi potencidlnu hladinu vodorovnu rovinu prechadzajiicu osou otacania.
Vzhl'adom na fiu pre potencidlnu energiu ty¢e v najvyssej polohe

[ 27!
mg mg| X 1
E,=|gxdn=—|xdx=——| ==mgl. (1
=0 |£ I{leg (1)
iy 1
V najnizsej polohe E,, = - mgl. (2)

\\/ Ty¢ predstavuje teleso, ktoré md rovnomerne rozlozenii hmotnost pozdlz
/ .
= svojej dlzky. Preto na vypocet potencidlnej energie koncového bodu
nemozeme pouzit' vztah, ktory plati pre jeden bod ako to bolo v

predchadzajucom priklade, ale integralny tvar, vztah (1).

Ty¢ pri vychyleni zo svojej hornej polohy do dolnej vykonava otacavy pohyb, ktorého
kineticka energia je dand vztahom (3.11). V najvyssej polohe je ty¢ v pokoji E,,=0 (3)

aV najnizsej polohe E,, =%Ia)l2 (4), kde | =%m|2 (5) je moment zotrvacnosti tyce, ak os

prechadza koncovym bodom tyce (pozri priklad 3.4a).
Medzi uhlovou rychlostou @ arychlostou v plati vztah v=awR. V tomto pripade R = |

potom pre uhlovi rychlost’ @, = % (6).

PouZitim zdkona zachovania mechanickej energie

E,=E.,

kde indexom nula je vyjadrena energia tyce v najvysSej polohe aindexom jedna energia
V najnizsej polohe. Celkova energia je dana ako stcet kinetickej a potencidlnej energie

Epo +E,= Epl +E,. (7)

Dosadenim (1) - (6) do (7)
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2
1mgl +O:—1mgl T L
2 2 23 I

a upravou pre rychlost’
v, =,/6gl =/6.9,81.1=7,67m/s.

Rychlost’, ktorou prejde druhy koncovy bod tyée svojou najnizSou polohou
jevy =7,67 mis.

Priklad 3.10 Homogénna kruhova doska polomeru R = 0,3 m a hmotnosti m = 60 kg sa otaca
pod vplyvom momentu sil M = 0,1 Nm. Vypocitajte uhlové zrychlenie a pracu vonkajsich sil
v ¢ase t = 3 min, ak v ¢ase t = 0 bola doska v pokoji. Moment zotrva¢nosti kruhovej dosky

vzhl'adom na os otacania je | = %mR2 (2).

m = 60 kg -
M =0,1 Nm

R=0,3m

sEW=7.... t=3 min

RieSenie:

Uhlové zrychlenie kruhovej dosky vyjadrime z pohybovej rovnice telesa rotujiceho okolo

pevnej osi (3.15)
M =¢l

SZT; (2)

kde za moment zotrvac¢nosti dosadime vzt'ah (1). Po Gprave a ¢iselnom dosadeni

&= 2M2 2—2'0’12 =0,037s".
mR* 60.03

Pracu, ktoru vykonaju vonkajSie sily pri roztoCeni kruhovej dosky z pokoja vypocitame
pomocou Vety o kinetickej energii (3.19)

W=E,-E,=4E, (3)
kde kineticka energia na zaCiatku je nulovd a kinetickd energia v ¢ase 3 minlty je

1
Ek1=§|wf.

Dosadenim do vztahu (3)

W:%I w?—-0. (4)

Uhlovu rychlost’ v ¢ase 3 minuty vyjadrime pomocou uhlovej rychlosti @, = &t a dosadime do
(4). Upravou a pouzitim vztahu (1)

W = %%mRz(al)2 = %60.0,32(0,037.180)2 =604
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\\/ y, Uhlové zrychlenie dosky je 0,0037 s, je teda konstantné. Na zdklade tohto
N poznatku vieme aky pohyb doska vykonava. Vtomto pripade ide

0 rovnomerne zrychleny otacavy pohyb okolo pevnej osi.

Uhlové zrychlenie dosky v ¢ase 3 miniity je 0,037 s a praca, ktord vykonaji vonkajsie
sily za tento ¢as je 60 J.
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o Ulohy

3.1 Z homogénnej kruhovej dosky s polomerom R vyrezeme kruh o polomere r=R/2
(obr. 3.3) medzi stredom kruhu a obvodom. Vypocitajte polohu t'aziska takéhoto utvaru.

R
[T=-%:0]]
6
\_) Pri rieSeni si poméZte prikladom 3.2.
N
R
| >
0 X a
a
Obr. 3.3 Obr. 3.4

3.2 Sedem S§tvorcov o strane @ = 1 c¢cm zanedbatelnej hribky tvori pismeno L (obr. 3.4).
Vypocitajte stiradnice jeho taziska.
[T =[0,431,43]cm]

A InSpirujte sa prikladom 3.1, pri¢om nahrad’te kazdy $tvorec jeho t'aZiskom a rieSte ulohu ako
stustavu 7 hmotnych bodov.

3.3 Vypocitajte stradnice taziska:

a) drotu polomeru R ohnutého do tvaru Stvrtkruznice,

b) homogénnej polkruhovej dosky zanedbateI'nej hrubky s polomerom R,

¢) homogénnej polgule s polomerom R,

d) homogénneho rovnoramenného trojuholnika so zékladiiou 2a a vyskou v.

[T= [E;ﬁ}: :{O;BJ,T :{O;O;E}I :[O;X}]
T T 3z 8 3

3.4 Vypotitajte moment zotrvaénosti homogénnej ty¢e dizky | = 0,75 m a hmotnosti
m = 2,7 kg vzhl'adom na os kolmu na smer tyce:

a) prechadzajucu stredom tyce,
b) prechadzajucu koncovym bodom tyce,
¢) prechadzajucu tycou vo vzdialenosti 1/4 od jej konca.

d) O kolko treba predizit’ ty¢, aby sa jej moment zotrva¢nosti vzhl’adom na os prechadzajicu
taZziskom zdvojnasobil?

[1 =0127 kgm?,1 = 0,506 kgm?, | =%ml2 —~0,222kgm?, 4l =1(v2 ~1)=0,31m]

) PririeSeni vim moZe pomoct’ priklad 3.4.
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3.5 Do telesa gulovitého tvaru, zavesené¢ho zvisle na vldkne, narazi vodorovne letiaca strela,
ktorej hmotnost’ je 2000 — krat menSia ako hmotnost’ telesa a uviazne v nom. Aka bola
rychlost’ strely pri naraze, ked’ sa teleso po naraze vychylilo zo svojej rovnovaznej polohy tak,
ze zéaves zvieral so zvislym smerom uhol o = 15°? Dizka zavesu od miesta upevnenia po stred
gulejel=1m.
[v =1636,1 m/s]
3.6 Drevena homogénna ty¢ dizky | = 0,4 m a hmotnosti m = 1 kg sa moZe otacat’ okolo osi,
ktora je na ty¢ kolma a prechadza jej stredom. Na koniec tye narazi strela hmotnosti
m; = 107 kg letiaca rychlostou v; = 200 ms™ v smere kolmom na os aj na ty&. Vypo&itajte
uhlovu rychlost’, ktorou sa ty¢ da do ota¢avého pohybu, ked’ strela v nej uviazne.
[0=29,15"]
3.7 Krasokor€uliar sa ota¢a okolo zvislej osi so stalou frekvenciou 2 s™, pri¢om jeho moment
zotrvacnosti vzhl'adom na os otdcania je |3 =2 kgm?. Ako sa zmeni jeho uhlova rychlost’
otacania, ak roztiahnutim rik zvac¢si svoj moment zotrvac¢nosti na I, = 2,1 kgmz?
[Aw=-0,65"]
@ V tulohach 3.5 -3.7 pouzite niektoré zo zakonov zachovania hybnosti, momentu hybnosti
- a energie. Pozrite tieZ rieSenie prikladu 3.7 a prikladu 3.8.

3.8 Akou frekvenciou sa ota¢a ty¢ hmotnosti 1 kg dizky 0,2 m okolo osi, ktora je kolmé na ty¢
a prechédza jej stredom, ked’ kineticka energia tyce je 1 J?

[f=3,9 Hz]
3.9 Vypocitajte kinetickt energiu valca polomeru 6 cm a hmotnosti 2 kg v case 3 s, ked’ sa

otaca okolo osi vo vzdialenosti 2 cm od svojej geometrickej 0Si S konStantnym uhlovym
zrychlenim 0,4 s?. Uhlova rychlost’ valca na zacCiatku pohybu bola 0,1 s. Moment

NI , . ) . 1
zotrvacnosti valca vzhl'adom na os prechadzajicu jeho taziskom je | = > mR?.

[Ex=0,003718 J]
3.10 Lopti¢ka s priemerom d = 5 cm a hmotnostou m = 0,1 kg sa kotala bez kizania po
vodorovnej podlozke s frekvenciou otd€ania 4 Hz. Vypocitajte jej kinetickl energiu.

[ Ex=0,0276J ]
3.11 Homogénny rota¢ny valec s polomerom r a hmotnostou m sa vali bez trenia
po naklonenej rovine s uhlom sklonu ¢. Uréte rychlost’ a zrychlenie taziska valca po prejdeni

drahy s, ked’ v ¢ase t = 0 bol valec v pokoji.
gssina 2 .
v=2|——,6 a==¢gsina
[v=2, 3 g9sinal

=V tychto ulohach vyuzite prie rieSeni vzt’ah (3.11) alebo (3.14) pri¢om si uvedomte aky typ
=’ pohybu vykonavajii telesa.

3.12 Homogénne teleso tvaru rotaéného valca sa rovnomerne zrychlene otdca okolo svojej
geometrickej osi. Aky je moment vonkajSich sil vzh'adom na os otacania, ked’ sa hodnota
momentu hybnosti telesa vzhl'adom na os otaania meni s ¢asom rovnomerne tak, ze za
t, = 5 s vzrastie z nuly na hodnotu L; = 0,157 kgm?s™?

[ M=0,00314J ]
3.13 Valec, ktorého moment zotrva¢nosti vzhl'adom na geometricku os je 1000 kg.m2 sa
rozto¢i vplyvom sil, ktorych moment je 200 Nm. Aka je frekvencia otdCania valca od
okamihu t = 60 s, ked’ v tomto okamihu vonkajsie sily prestali na valec posobit’.

[f = 1,91 Hz]
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3.14 Kota¢ hmotnosti 0,5 kg a priemeru 0,4 m kona 1500 ota¢ok za minttu. Posobenim
konstantného momentu brzdnych sil sa zastavi za 20 sekiind. Urcte velkost momentu
brzdnych sil.

[M =0,0785 Nm]
3.15 Koleso pri rovhomernom spomalenom pohybe zmensSilo svoju frekvenciu zo 4 Hz na
2 Hz za 2 s. Vypocitajte pracu sil trenia, ak moment zotrvac¢nosti kolesa je 2 kg.mz. Aké bude
spomalenie kolesa v tomto ¢ase?

[W = 473,26 J]
3.16 Valec hmotnosti 209 kg s polomerom 0,1 m, sa ma otacat’ na ststruhu s konstantnym

uhlovym zrychlenim m/4 52, Aky vykon musi vyvinat motor sustruhu, ak mé rozbeh trvat
5s?

[P =3,21W]
A Pri rieSeni v tychto ulohach pouZite vzt'ahy, ktoré platia pre teleso rotujiice okolo pevnej osi.
- InSpirujte sa aj prikladom 3.10.

3.17 Stvorcova doska so stranou a = 20 cm kyve ako fyzikalne kyvadlo okolo osi, ktora leZi
na jednej jej strane a prechadza nou. Aka je perioda kmitov dosky? Moment zotrvacnosti

dosky vzhl'adom na os prechadzajucu taziskom je | = é ma’.

[T=7,325]

3.18 Priama homogénna ty¢ ma dizku | = 1 m. Vypotitajte vzdialenost’ od stredu tyde,
Vv ktorej treba tyC upevnit’, aby sa kyvala ako fyzikalne kyvadlo s minimalnou peridédou.

[x=0,29 m]

3.19 Priemer tenkého krizku moZzno zistit’ aj stopkami. KruZok zavesime na vodorovnu ostra
hranu, nechame ho kyvat’ v rovine krazku a meriame ¢as. Pre 100 kyvoch sme namerali Cas
7= 85 s. Vypocitajte priemer krazku.
[d=0,73 m]
\-) Tieto ulohy sui zamerané na kyvadla. Pokuste sa ich rieSit’ pomocou vzt’ahov (3.21) a (3.22)
- v kombindcii so Steinerovou vetou.
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