2 Dynamika hmotného bodu

Baseballovda  lopticka  hmotnosti
140 g leti tesne pred odpalenim
vodorovne rychlostou 39 m/s. Od
palky sa odrazi pod uhlom 30°
rychlostou 45 m/s. Akou priemernou
silou posobila palka na lopticku, ak

zrazka prebehla za 1,2 ms?

Zakladné pojmy:

hybnost’, druhy Newtonov pohybovy zakon, sila, tiaz, impulz sily, veta o impulze a hybnosti,
praca, kinetickd energia, potencidlna energia, mechanickd energia, zdkon zachovania

mechanickej energie

Dynamika je zalozena na troch zakladnych principoch, ktoré vyslovil v r. 1678 Isaac
Newton. Tieto zakony tvoria zaklad teodrie, pomocou ktorej je mozné skumat pohyby

objektov, a odpovedat’ na otazku: ,,Co je pricinou pohybu telies? *

V tejto Casti sa budeme zaoberat’ predovsetkym druhym Newtonovym pohybovym zakonom,
ktory nam umozni riesit’ ulohy spojené s pohybom telies. Budeme definovat' prislusné
fyzikalne veli¢iny a ukazeme ako riesit’ ulohy z tejto problematiky. VSetky tieto poznatky
budeme vztahovat’ na hmotny bod, abstrakciu telesa, ktorého rozmery st vzhl'adom na

ostatné rozmery, o ktorych sa pri danom pohybe uvazuje zanedbateI'né.
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Pohybovy stav Castice hmotnosti m pohybujicej sa rychlostou v sa popisuje veli¢inou

hybnost’, ktora je dana
p=mv. (2.1)

Jednotkou hybnosti je kilogram meter za sekundu, (p) = kg m/s.

Druhy Newtonov pohybovy zdkon hovori, ze sila posobiaca na hmotny bod je rovna ¢asovej
zmene jeho hybnosti.

Matematicky ho mézeme vyjadrit’

) (22)

F=m—=ma. (2.3)

Sila je rovna sucinu hmotnosti hmotného bodu a zrychlenia, ktoré mu udelila. Jednotkou sily

je newton, (F) = N.

Tiaz G je sila, ktorou posobi gravitaéné pole Zeme na teleso hmotnosti m na povrchu Zeme

a udeli mu zrychlenie g ( gravitatné zrychlenie)

Casovy u¢inok sily vyjadruje impulz sily

i =[Pt 29

Impulz méZeme vyjadrit’ aj pomocou hybnosti:

Veta o0 impulze a hybnosti: Impulz je rovny zmene hybnosti Castice, na ktoru sila pdsobi pocas
casového intervalu.

Matematické vyjadrenie tejto vety

I'=Ap=p- P, (2.6)
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kde p je hybnost’ hmotného bodu na konci posobenia sily a p, je hybnost hmotného bodu na

zaciatku. Jednotkou impulzu je newtonsekunda, (1) = N.s.

Ak sila posobi na hmotny bod po urcitej drahe hovorime, ze kona pracu. Praca je drahovy

ucinok sily a je definovana ako

W =

T S

=.dr = [Fdscosa, 2.7)
0

—

kde drje vektor elementarneho posunutia, T;,F, st polohové vektory pociatocného

a koncového bodu trajektorie, na ktorej sila kona pracu, ds je velkost’ vektora dr a a je uhol

medzi vektormi sily a elementarneho posunutia. Jednotkou prace je joule, (W) = J.

Kineticka (pohybova) energia hmotného bodu
E,==mv°. (2.8)

Jednotkou kinetickej energie je joule, (Ex) = J. Praca suvisi so zmenou kinetickej energie:

Veta o kinetickej energii hovori, Ze praca, ktora vykon4 sila pdsobiaca na hmotny bod pozdiz
nejakej dréhy, sa rovné nérastu kinetickej energie hmotného bodu.

Jej matematické vyjadrenie je nasledovné

W = AE, = %mv2 —%mvg, (2.9)

kde v je rychlost hmotného bodu na konci drahy, kde posobila sila, a vy je rychlost’ na jej
pociatku.

Vykon je praca vykonana za jednotku ¢asu alebo skalarny sucin sily a rychlosti posobiska sily

dw =
P=——=FJV. 2.10
pm (2.10)

Jednotkou vykonu je watt, (P) = W.

Potencialna energia Vv poli konzervativnych sil sa pocita ako zaporne vzata praca tychto sil

vykonana pri preneseni ¢astice z polohy 1 do polohy 2

23




(2.11)

m
I
|

P — N
T
o
=l

V pripade, Ze uvazujeme tto energiu v gravitatnom poli Zeme, potom v malych vyskach h

nad zemou je potencialna (polohova) energia vyjadrena

(2.12)
E, =mgh.

Hodnotu tiazového zrychlenia v prikladoch budeme uvazovat' g = 9,81 m/s?.

Pod mechanickou energiou rozumieme stcet kinetickej a potencialnej energie Castice
E =E+E,. (2.13)

V poli konzervativnych sil plati:

Zdkon zachovania mechanickej energie, ktory hovori, Ze stéet kinetickej a potencialnej
energie Castice je konStantny v Case.

Matematicky ho méZeme vyjadrit

E = Ey + E, = konst. (2.14)
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o Riesené priklady

Priklad 2.1 V silovom poli sa pohybuje Castica hmotnosti m =5 kg po krivke s polohovym
vektorom F = At’l +Btj +Ck , kde A=1m.s®, B=5m.s™, C=- 3m. Uréte hybnost a silu
ako funkcie ¢asu a ich velkosti v ¢asovom okamihut=2s.

m=5Kkg

F = At +Btj + Ck

A=1ms®B=5ms’ C=-3m

p=f@{)=2,F="1()=?

p=?F=7..... t=2s

RieSenie:
Z definicie hybnosti (2.1), kde rychlost podla definicie (1.2) vyjadrime ako derivaciu

polohového vektora podla ¢asu, dostaneme

—

dF
p=m =

P

<l

—m m%(At3T+ Bj + CK )= m(3AtT + Bf). (1)

Silu vyjadrime z 2. Newtonovho pohybového zakona (2.2), do ktorého za hybnost’ dosadime
vzt'ah (1)

dp

=" %[m(3AtZT E m%(BAtZT +Bj)=m(6At). (2

T

Hybnost’ a sila vyjadrené ako funkcie ¢asu sit dané vztahmi (1) a (2).
Pre vel’kosti vektorov hybnosti a sily v Case 2 S

pt=2s)=p;+p; = \/(3At2m)2 +(Bm)* = \/(3.1.22.5)2 +(5.5)° =65kg m/s

F(t=2s)=F, =6.52=60N

\\/ / Na vyjadrenie velkosti hybnosti a sily sme pouzili poznatok, ze velkost
- - - — .
vektora d=ai +a,j+a,ksa da vyjadrit pomocou jeho siradnic v

tvare a=,/a; +a; +a; .

Velkost’ hybnosti v ¢asovom okamihu 2 s je 65 kg m/s a vel’kost’ sily 60 N.

Priklad 2.2 Baseballova lopticka hmotnosti 140 g leti tesne pred odpalenim vodorovne
rychlostou 39 m/s. Od palky sa odrazi pod uhlom 30° rychlostou 45 m/s. Akou priemernou
silou pdsobila palka na lopticku, ak zrdzka prebehla za 1,2 ms?

25



m=140¢g
v =39 m/s
Vo =45 m/s
o = 30°

t =12ms
F="
RieSenie:

Ozna¢me rychlost’ lopticky pred odpalenim v; = 39 m/s, po odpaleni v, = 45 m/s a silu, ktoru
chceme vypoéitat' F , uhol pod ktorym sa lopti¢ka odrazila a = 30° a jej hmotnost’ m = 140 g.
Doba zrazky lopticky s palkou je At = 1,2ms. Na vypocet priemernej (narazovej) sily
pouzijeme vztah (2.5), ktory pre nase ucely napiSeme vtvare | = FAt. Odtial pre silu
= 1
F= At (1).
Aby sme mohli vypocitat’ premennu silu, musime vediet’ hodnotu impulzu a doby, za ktora
zrazka nastala. V nafom pripade je impulz dany vektorovym tvarom I =Ap = P, — P,
pretoze sa meni smer rychlosti resp. hybnosti po zrazke. Velkost impulzu je potom dany

I=12+12, (2

kde velkosti jednotlivych zloziek impulzu I, = P,, — Py, =AP,, I, = P,, — Py, = 4P, , kde
plx = mle’ ﬁZx = vax’ ﬁly = mvlz ﬁZy = m\72y'

\\/ g Privipocte velkosti impulzu bol pouZity vztah pre vypocet velkosti
= vektora.

Podl’a obr. 2.1 vzhl'adom na zvoleny suradnicovy systém
Vix = =V1, Viy = 0, Vox = V2C0S @, Vax = V2SIN a.

Potom pre velkost’ zloZiek impulzu
Ix = Pax - P1x = MVax - MVy,= MV,C0S o+ mvy  (3)
ly = P2y - P1y = MVyy - mvyy= mvosin o+ m.0  (4).

Dosadenim (3), (4) do (2)

| = \/(mvzcosa+ my,)? + (mv,sina)®  (5)

a pre priemernu silu
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= \/(mVZCOSa +my,)? + (mv,sina)®
- At

Pouzitim Ciselnych hodnot

2 2
FoN1092 #315° g4 0uN
0,0012
Priemerna sila, ktorou palka posobila na lopti¢ku pri zrazke je priblizne 9500 N.

Priklad 2.3 Uréte pracu vykonanu silou F =3ti + 2] +3k (N), ktorej posobisko sa postiva
po krivke F =ti +2t?J +15tk (m) v &asovom intervale odty =1sdot,=5s.

F=3t5+2f +3k (1)
i +2t2] +15tk

W=7 tp=1s,tp=5s

RieSenie:

Vyuzijeme defini¢ny vzt'ah pre pracu (2.7)
W = j Fdf (2),

pricom najprv vyjadrime elementarnu zmenu polohového vektora dr ako derivaciu

polohového vektora podla ¢asu

dF _ d(ti +2t°] +15tk)
dt dt

—T+4+15k = dr = (7 +4f +15K)dt. (3)

Dosadenim (1) a (3) do vyrazu pre pracu (2)

E df tj(:st T +2+3K).(7 + 46 +15K )dt . (4)

o]

W =

e

\\/ y  ZloZkovy tvar skaldrneho stucinu dvoch vektorov:
-

= a i+a,j+a, k) (bXT+byT+bZIZ)=aXbX +ayb, +a,b,

Urobime skalarny saéin uvedenych dvoch vektorov v zlozkovom tvare a integrujeme

cez dany casovy interval, ¢im ziskame vel'kost prace
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F 12t° ’
W = [(3t? +8t° +45) dt ={T+45t} =635J
1

4

Praca vykonana silou v danom ¢asovom intervale je 635 J.

Priklad 2.4 Vlak iduaci rychlostou vp; = 60 km.h? sa zastavi na dréhe s; = 400 m. Aka
rychlost’ by mal vlak, keby sa rovnakou brzdnou silou zastavil na drahe s, = 100 m?

Vo1 = 60 km.h'l,
s, =400 m = 0,4 km.h™,
s,=100 m = 0,1km.h™,
Vo = ?, F]_ = Fz

RieSenie:
Na vyjadrenie zavislosti drahy od rychlosti pre prvy vlak pouZzijeme vetu o kinetickej energii

(2.9)
W, = Ekl _EkOI' (1)

kde W; je praca sily F1, ktorti vykona pri zabrzdeni vlaku na drahe s;. Kineticka energia Eyg
vlaku na konci posobenia sily je nulova (teda v okamihu kedy sa zastavi, rychlost’ je tiez
nulova), Exos je jeho kineticka energia na zaciatku pdsobenia sily, ked mal povodnu rychlost’
Voi1. Praca sily Fy, ktora posobi proti pohybu a je konstantna sa da vyjadrit’ pomocou integralu

v tvare

W, = [Fdscosar =—F, [ds=-Fs, (2)
0 0

\\/ / Vo vztahu (2) sme vyuzili, zZe sila brzdila pohyb viaku, preto pri sile je
-
znamienko — .

Dosadenim (2) do (1) pre prvy vlak
L

—Fs, = O—Emvl ,

upravou

Fsi=ymi. @)
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Analogicky pre druhy vlak bude

FEs, = %mvz2 4)

Ked’Ze z pociato¢nych podmienok plati F, = F,, predelenim rovnic (4) a (3) dostaneme

2
_N
=-Z,
SN
pre hl'adanu rychlost’

v, :vl\/§:60 /ﬂ =30 km.hod™
S 0,4

Rychlost’ vlaku, ktory by sa zastavil rovnakou brzdnou silou na drahe 100 m, by bola
30 km.hod™ .

Priklad 2.5 Gul'a, preraziac dosku hrubky h, zmenila svoju rychlost’ z vy na vi. Urcte dobu
prechodu gule doskou, ak uvazujeme, ze sila odporu je imerna kvadratu rychlosti.

h
Vo... V1
F=f(?
t="?

RieSenie:
Zo zadania vyplyva, Ze Sila odporu pdsobi proti pohybu a je imerna druhej mocnine rychlosti,

potom F = - kv? (1), kde k je konstanta imernosti.

Na urcenie doby, za ktorti gula prerazi dosku pouzijeme vztah pre silu (2.2), ktory upravime
na tvar

Fdt=mdv. (2)

\\/ s Vo vziahu (2) predpokladame, Ze vektory rychlost a sila leZia v jednej
-

priamke, preto staci vztah (2) pisat bez sipok — vektorov.

Po dosadeni do (2) za silu (1)
—kv?dt =mdv. (3)

Rovnica (3) predstavuje diferencialnu rovnicu, ktorti upravime tak, aby l'ava strana rovnice
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zéavisela iba od Casu a prava od rychlosti

ELETAN
m \Y

a budeme integrovat’

\\/ g KonStanta umernosti a hmotnost vo vztahu (4), su konstanty, vyberieme
-

ich pred integrdal.
ki, ‘fdv
——|dt=|—,
m ! ;[ v

kde t je doba prechodu gule doskou.

Vypoctom dostaneme

s

a po dosadeni hranic

k 1 1
——t=——t+—,
m Vi VY,

Odkial’ po uprave pre dobu prechodu gule doskou ziskame vzt'ah

fo MYV

(9

ok VoV,
Vv ktorom este bude treba urcit’ konstantu K.

Uréime ju pomocou vety o Kinetickej energii (2.9), ktoru vyjadrime v diferencialnom tvare
Fds=dE,. (6)

Dosadenim (1) do (6)

—kv?ds = mvdv .

Upravou rovnice a integrovanim
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—kds=m| —,

i % dv
) v

Vo

dostavame

—kh=mL
Vo
Odkial pre konstantu

k=—In—=. (7)

Dosadenim (7) do (5) pre dobu prechodu gule doskou

m v,—V h
t= = (VO_VI) (8)
m. v, vV Vv, lnv—o

Yo
h v Vi

Doba prechodu gule doskou je dana vzt’ahom (8).
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o Ulohy

2.1 Teleso sa dava do pohybu posobenim sily F = 0,02 N a za prvé Styri sekundy svojho
pohybu prejde drahu 3,2 m. Aké velka je jeho hmotnost’ a akl rychlost’ mé na konci piatej
sekundy svojho pohybu?
[m=0,05kg,v=2ms?]
2.2 Zelezniny vozen sa pohybuje po vodorovnej priame;j trati a brzdime ho silou, ktora sa
rovna 0,1 tiaze vozia. Vypocitajte ¢as merany od zacCiatku brzdenia, za ktory sa vozen zastavi,
ako aj drahu, ktoru prejde od zaciatku brzdenia az do zastavenia, ak v okamihu, ked’ sa zacalo
brzdit’, mal vozen rychlost’ vy = 72 kmh™,
[t=20,45s,s=204 m]

\E) Pri rieSeni pouZite vztahy (2.3) a (2.4).

2.3 Teleso hmotnosti 2 kg sa pohybuje pozdiz osi X tak, Ze jeho dréha je vyjadrena rovnicou
x=Acos (a)t+gj , kde A=05ma w=2s". Vyjadrite velkost’ sily F posobiacej na teleso ako
funkciu polohy a ¢asu. V ktorom mieste a v akom ¢ase je velkost sily nulova?

[ F(xt)=-mdw® cos (wﬁ%), F(x=0)=0, ¢ —l(k +%j k je celé &islo]
w

\’) Pri rieSeni si poméZte prikladom 2.1.

2.4 Ur¢te maximalnu rychlost’, ktorti dosiahne vol'ne pustené teleso gul'ového tvaru polomeru
r = 8 cm a hmotnosti m = 10 kg pri svojom pade, ak pre odpor vzduchu plati vztah: R = kov?,
pritom v je rychlost’ telesa, o je plosny obsah priemetu telesa na rovinu kolmt na smer
pohybu, k = 0,235 Ns’m™.

[Vinax = 144 m.s™]

2.5 Gul'écka s hmotnostou m, ktorej bola udelena rychlost’ vg, sa pohybuje v prostredi,
ktorého odpor proti pohybu rastie linearne s rychlostou hmotného bodu. Akt drédhu az do
zastavenia gul'ocka prejde, ked” okrem odporu prostredia nepdsobi na fiu Ziadna sila.

[s =™ ]
k

\__) Thto ulohu rieste pomocou prikladu 2.5.

2.6 Pri rozbiehani motorového vozidla z pokoja poOsobi sila, ktora je nepriamo Umerna
rychlosti, t.j. F = k/v, kde k je konStanta. Vypocitajte: zavislost’ rychlosti vozidla od ¢asu,
zéavislost’ jeho zrychlenia od Casu a zavislost’ drahy od ¢asu.

2.7 Zdvihak vytahu naloZzeného materidlom s celkovou hmotnostou m = 1000 kg sa dviha s
kon$tantnym zrychlenim I = 2 m.s™. Vypocitajte pracu, ktord sa vykona za prvych 5 sekund
zdvihu.

[W = 295,25 kJ]
2.8 Tazna sila motora automobilu, ktory sa pohybuje priamo¢iaro, sa meni so vzdialenostou
od miesta tartu podla vztahu F = A + Bx, kde A = 1000 N, B = 500 Nm™. Ur¢te préacu sily na
drahe 1000 m od miesta Startu.
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[W =251.10°J]

2.9 Ocelova §pirélq diiky lo =80 cm sa prediii silou F; =20 N,o dizku x; = 5 cm. Aka praca

Je potrebna na predlzenie Spiraly na dvojnasobok jej povodnej dlzky, ak sila konajuca pracu je
umerna predlzeniu Spiraly?

’ [W=1281]

2.10 Chlapec pri strelbe z gumipusky natiahol gumu tak, Ze sa predlzila o 0,1 m. Ak by

posobil silou F; = 10 N, guma by sa predlzila o x; = 0,01 m. Akou rychlost’ou vyletel z praku

kamen hmotnosti 20 g?
[v=22,4m.s"]

) V ilohe 2.10 si pomézte prikladom 2.4.

2.11 Teleso hmotnosti 1 kg sa pohybuje po priamke rychlostou vo = 20 m.s™. V ur&itom
okamihu za¢ne na teleso posobit’ sila F = k/v. Za aky Cas od tohto okamihu narastie rychlost’
telesa na 3vy? Aku pracu vykonala sila za tento ¢as?

[t =2000s, W= 1600 J]
2.12 Tazna sila motora auta, ktoré sa pohybuje po priamke, sa meni so vzdialenostou od
Startu podla vztahu F = (500 + 750x) N. Vypocitajte pracu tejto sily na drahe 1 km od Startu.

[W=3,75MJ]
2.13 Sila F = 6t (N) pdsobi na teleso, ktorého hmotnost’ je 2 kg. Ak bolo teleso na zaciatku v
pokoji, vypocitajte pracu sily a kinetickll energiu telesa po 2 s.
[W=236J=E]
2.14 Aku pracu vykona sila, ktora pohybuje telesom hmotnosti 10 kg nahor po naklonenej
rovine dizky 3 m s uhlom sklonu 30° ak na pogiatku naklonenej roviny bola rychlost
Vo=1m.stanakonci v=3m.s™ Trenie zanedbajte.
[W=187,1J]
2.15 Velkost sily posobiacej na teleso o hmotnosti m = 14,6 kg je F = A + Bt, kde A = 10 N,
B = 2 Ns™. Vypogitajte hodnotu impulzu v &ase t = 2 s, ak na zaciatku bola rychlost’ nulova.
[1=24Ns,v=46ms]
2.16 Lopta hmotnosti 200 g dopada na stenu rychlostou v; = 5 ms™ pod uhlom 60° ku
normale. Od steny sa odrazi bez straty rychlosti (pruzné zrazka). Doba trvania narazu na stenu
je 0,05 s. Vypocitajte priemernu hodnotu sily, ktord pdsobila na loptu pri naraze.

[Fp =20 N]
\E) Pomézte si prikladom 2.2.

2.17 Teleso bolo vyhodené zvislo nahor rychlostou 20 ms™. V akej vyske sa jeho kineticka
energia rovna potencialnej?
[h =10,19 m]
2.18 Teleso vrhneme urcitou rychlostou vo zvislo nahor. Vo vyske 30 m sa jeho kineticka
energia rovna 1/3 potencidlnej energie vztiahnutej na zemsky povrch. Vypocitajte maximalnu
vysku, ktoru teleso dosiahne, a rychlost’ vo. Odpor vzduchu zanedbajte.
[hmax = 40 m, vo = 28,3 m.s™]
2.19 Aku taznu silu moze teoreticky maximalne vyvinat’ rusen s vykonom P = 2500 kW pri
pohybe rychlostou v = 60 km.h™?
[F=15.10° N]
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2.20 Vypocitajte vykon motora ndkladného auta, ktoré sa pohybuje stilou rychlostou
v =30 km.h™ po ceste s 5 % stipanim, ked’ hmotnost’ auta m = 5000 kg. Trenie zanedbajte.

[P = 20,5 kW]
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