1 Kinematika hmotného bodu

Medzi najvdacSie a najrychlejSie
horské drahy na svete patri draha,
ktort otvorili v meste Jackson v
americkom State New Jersey. Stavba
atrakcie stala 13 milionov libier (asi
572 miliénov korin), na ktorej sa
pasazieri ocitni vo vyske asi 140
metrov za 3,5 sekundy. Co pocituju

pasazieri pri jazde aje vobec

bezpecna?

Zakladné pojmy:

polohovy vektor, rychlost, zrychlenie, tangencidlne zrychlenie, normalové zrychlenie,

uhlova rychlost’, uhlové zrychlenie, frekvencia, perioda

Kinematika hmotného bodu sa zaobera jednozna¢nym matematickym popisom pohybu.
Hmotny bod je teleso, ktoré ma pdvodnu hmotnost’ telesa, ale jeho rozmery sa zanedbavaju.

Je to abstrakcia, ktord umoziuje I'ahSie popisat’ pohyb telies.

V tejto kapitole budeme popisovat’ dva druhy pohybov - posuvny a otdcavy (krivociary), pre

ktoré zadefinujeme potrebné veli¢iny a ukazeme ako riesit’ priklady na tieto pohyby.




Polohovy vektor, je vektor, ktorého pociatok sa nachddza v mieste vztazného bodu a

koncovy bod je v mieste okamzitej polohy dané¢ho bodu.

Ak je pociatok pravouhlej suradnicovej sustavy v mieste vztazného bodu, mozno polohovy

vektor vyjadrit’ vztahom
F=xi+Vyj+2zk, (1.1)

kde i, j,k sa konStantn¢ jednotkové vektory, ktorych velkost' je jedna a su orientované

pozdlz stradnicovych osi v smere ich kladnej orientécie.

Okamzita rychlost’ je definovana ako prva derivacia polohového vektora podla ¢asu

dr
V= 1.2
V= (1.2)

Okamzité zrychlenie je definované ako prva derivacia rychlosti podl'a ¢asu alebo ako druha

derivécia polohového vektora podla ¢asu

_dv _ d*r
a:EZF. (1'3)

Veliciny polohovy vektor, okamZita rychlost a okamzité zrychlenie sluZia na

! popis posuvného pohybu.

Polomer krivosti priestorovej krivky R je dany vztahom

1 _ld7_d- (L4)

R ds ds’

kde 7 je jednotkovy vektor tangencialny k danej krivke.

Tangencialne zrychlenie vyjadruje zmenu velkosti rychlosti pri krivo¢iarom pohybe

_adv_

t _ET . (15)

a

Normalové zrychlenie vyjadruje zmenu smeru rychlosti



n

2
\Y
a, =—~n, 1.6
- (1.6)
kde i L 7 je jednotkovy vektor.

Celkové zrychlenie pri krivoc¢iarom pohybe

a=.a’>+a’. (1.7)

Na popis otacavého pohybu sluzia analogické veliciny ako pri posuvnom
! pohybe: polohovy uhol, uhlovad rychlost' a uhlové zrychlenie. Tieto veliciny su

definované rovnako ako pri posuvnom pohybe.

Polohovy uhol ¢ sltzi na uréenie polohy hmotného bodu pri ota¢avom pohybe. Jeho vektor

je kolmy na rovinu, v ktorej sa tento uhol vytvara. Jeho vel'kost’ (absolitna hodnota) sa rovna
velkosti tohto uhla. Vektor uhla je orientovany tym smerom, odkial’ sa jeho vytvaranie javi
proti smeru pohybu hodinovych ruciciek.

Uhlova rychlost’ je definovana ako prva derivacia polohového uhla podl'a ¢asu

_ dg
_do 18
=" (1.8)

kde d¢ je vektor elementarneho uhla opisaného polohovym vektorom (sprievodi¢om) za
elementarny ¢asovy interval dt.

Uhlové zrychlenie je definované ako prva derivacia uhlovej rychlosti podl'a ¢asu alebo ako

druha derivacia polohového uhla podla ¢asu

2
&:dt=iz. (1.9)

ol
!

o

Otacavy pohyb v rovine je pohyb, pri ktorom vsetky tri vektory - @, @, @ lezia na spolocne;j
priamke, ktord je kolmd na rovinu pohybu a na popis pohybu potom stacia skalarne

veli¢iny ¢, o, .

Pre uhlovi rychlost’ uhlové zrychlenie ota¢avého pohybu v rovine
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Priamociary pohyb je pohyb pri ktorom polohovy vektor, vektory rychlosti a zrychlenia lezia

v jednej priamke, (napr. sa teleso pohybuje po priamke, pozdiZ jednej stradnicovej osi).

Na popis priamociareho pohybu stacia dve skalarne rovnice

v=[adt . s=[vt)dt, (1.11)
kde v je rychlost’ a s je poloha hmotného bodu v ¢asovom okamihu t.

Ak je zrychlenie telesa nulové, ide o priamoc¢iary rovnomerny pohyb popisany rovnicami
V=V S=Vyt+S,- (1.12)
Ak je zrychlenie hmotného bodu konstantné a = konst.,a # 0, ide 0 priamo¢iary rovnomerne
zrychleny pohyb, ktory moZzno popisat’ rovnicami

v=at+v, - s:;at2+vot+so- (1.13)

Stvis medzi vel'kost'ami obvodovej a uhlovej rychlosti

V=ro. (1.14)

Tangencialne zrychlenie

dv dw
J— — r J—

a=—=r—=
dt dt

ra. (1.15)

Normalové zrychlenie

2

a =Y —ro?. (1.16)
r
Perioda alebo doba obehu
T= 2—” . (1.17)
(0]
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Frekvencia

f="=—. (1.18)

1
T 27

Ak je zavislost’ uhlového zrychlenia od ¢asu zndma, mozno urcit’ zavislost’ uhlovej rychlosti

od ¢asu
O wzja(t)dt. (1.19)
dt

Analogickym sposobom moZzno zo znamej zavislosti uhlovej rychlosti pohybujiceho sa telesa

od Casu odvodit’ zavislost’ uhlovej drahy od casu

de
o= = ¢ =[o)dt- (1.20)

Ak je uhlové zrychlenie hmotného bodu konStantné @ = konns., @ # 0, hovorime
0 rovnomernom zrychlenom (spomalenom) pohybe po kruznici. Pohyb mozno popisat’

rovnicami

o=t +w, (p=i%at2+a)0t+(po, (1.21)

kde ap @ ¢p st uhlova rychlost’ a uhol v ¢ase t = 0.

Ak je uhlové zrychlenie hmotného bodu nulové, teleso sa pohybuje po kruznici

rovnomernym pohybom popisany rovnicami

a)=a)0 ’ §0=w0t+¢01 (122)
kde an a ¢ st uhlova rychlost’ a uhol v ¢ase t = 0.

Pocet otacok, ktoré urobi hmotny bod pri otd€avom pohybe za urcity ¢asovy interval je

N=22, (1.23)
¢

kde ¢ je draha (uhol), ktory za tito dobu prejde.
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o Riesené priklady

Priklad 1.1 Pohyb bodu je uréeny rovnicami: X = A1t2 +B1,y= Agt2 + B,, kde A; =20 CmS'Z,
B;=5cm, A, =15cms?, B,=-3cm. Vypocitajte velkost a smer rychlosti a zrychlenia v
Case t; = 2 s a urcte rovnicu drahy jeho pohybu.

X = At? + By (1)

y = A’ + B, (2)

A; =20 cms?, By =5cm,
A, =15cms?, B,=-3cm
v=?,a=?..... t=2s

RieSenie:

Hmotny bod vykonava pohyb v rovine a stiradnicami X, Yy je ur¢eny jeho polohovy vektor
Fr=xi+yj, (3

kde stradnice x ay st dané vztahmi (1) a (2).Vektor rychlosti vypocitame pomocou vztahu
(1.2) ako derivaciu polohového vektora (3) podl'a asu

— dF d - = dX - dy - - =

V=—=—IXi +y])=—1 +— ] =2Ati +2At], 4
dt dt( yj) dt dtJ A Al ()

kde 2At=v,, 2At=v,.

Vektor zrychlenia je dany vztahom (1.3) ako derivacia vektora rychlosti (4) podl'a asu

v dv, -

5 Wy AT L2A T
- =X 4+ YT =2AT + .
gt at g T AAT A

Na vypocet velkosti vektorov pouZijeme vztahy
V| =v=Vi +v] =2t\/ A} + A7 = v =konstt,

dl=a=.a’+a’=2,/A’ + A’ =kont..
y

Smer vektora V. mozno charakterizovat’ uhlom medzi osou X a tymto vektorom a vypocitat’ ho
zo vztahu pre smerové kosiny.

Vx A A

CoOS¢, = — = ———— => @, = arcC0S ——. Analogicky pre smer vektora zrychlenia
VoOJATHA A+ A
a

cosa, =—= A = o, = arccos A

a JA+A A +A
Po dosadeni Ciselnych hodnot

v=1lms™, a=05ms? cosa, =COsa, =, =ax, =36.9°.

Velkost’ rychlosti v ¢asovom okamihu 2 s je 1 m/s a vel’kost’ zrychlenia 0,5 m/s?. Smer
rychlosti a zrychlenia je dany uhlom 36,9 ° .
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Smer vektorov Va a saV case nemeni, hmotny bod sa teda pohybuje v rovine
po priamke.

MozZeme sa o tom presvedcit odvodenim rovnice drdhy jeho pohybu, teda
urcenim rovnice krivky y = f(X), po ktorej sa hmotny bod v rovine pohybuje.

. X—B .
Z rovnice (1) vyjadrime t* =——Xa dosadime do rovnice (2). Upravou

A A A,

dostaneme rovnicu priamky y = A X —E(B2 ~B,)=kx+q,kde k=-2 a

qz%(Bz—Bl) su parametre priamky. Hmotny bod sa pohybuje po

priamke. Velkost jeho zrychlenia je konstantnd ajeho rychlost v case
linedrne rastie, z coho mozeme usudit, Ze bod vykondva rovnomerne
zrychleny priamociary pohyb.

Priklad 1.2 Bod sa pohybuje po krivke y = In x konstantnou rychlostou v, . Aké je jeho

zrychlenie v 'ubovol'nom mieste drahy.
y=Inx
VO

a="?
RieSenie:
Pre vel'kost' rychlosti v kazdom okamihu plati v, =/vi +vy . (1)

Sturadnice rychlosti vyjadrime zo vztahov

_dx @) v,

P _dy_dyox 1
dt

= = 3
dt dxdt x~ )

a dosadime do (1)

vZ v
v(,:1/v5+—xzzvX 1+i2:—X\/1+x2. (4)
X X X

Pre x - ovu stradnicu rychlosti ipravou vzt'ahu (4)

Vo= (5)

Vi+x2

A prey - ovu stradnicu rychlosti pouzitim (1) a (5)
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2,,2 2 2 2
v = N2z = 2o XY \/1_ X _V\/1+x -X° VY,
—\Vo —1/ Vo =V = Vo = .
y X 1+ x? 14 x? 1+ x? Y1+ x2

Derivovanim suradnic rychlosti vyjadrime suradnice zrychlenia. Pre X - ovu suradnicu
zrychlenia

1[14_ X2 _XL
dv, dv, d_x_ dv, d ( XV, J XV 201+ X2 XV,

Vv
V1+x2 ’

Jex? 1+x? V1+ X2
2

4 —v 1+x*—x>  xv, _ X (6)
o fext)e VI+x LX)

a. = = = V., = —
“ dt dx dt dx *  dx

Prey - ovu stiradnicu zrychlenia

a:dvy_dvydx_dvy d( v, J XV,

= _— V fr—
Podt odx dt odx Y dx{J1+x% Y1+ %2

1 2xv, XV, X°V;
a, =-= = - (7

2(1+Xz)§ N1+ X2 (1+ xz)2

Pre velkost celkového zrychlenia pouzitim (6) a (7)

2 2

_ (a2 42 __ XNV \/1—2: XV (8
a=.al+aj —(1+x2)2 +X —(1+X2)2 (8)

Zrychlenie bodu v Pubovol’nom mieste drahy je dané vzahom (8).

Priklad 1.3 Auto sa rozbieha z 2pokoja s rovnomerne rastucim zrychlenim tak, Ze v Case
t; = 10 s ma hodnotu a; = 0,4 ms™“. Akt rychlost’ ma auto v Case t; = 20 s a aku drahu za ten

Cas preslo?

t;=10s...a; =0,4 ms? a

v=?s=7.... tb=20s

ai

v

Obr. 1.1
RieSenie:

Zavislost’ zrychlenia na ¢ase mozno popisat’ graficky tak, ako je na obr. 1.1, teda zavislost’ je
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linearna a plati a =K.t (1), kde k je konstanta.

Suvis rychlosti a zrychlenia popisuje vztah (1.3)

- av , L. . dv , .
a= e ktory pre priamociary pohyb ma tvar a = i Jeho upravou dostaneme rovnicu

dv = adt,

ktora integrujeme
\ t

[dv=[adt,

Vo 0

pricom za zrychlenie dosadime vzt'ah (1) a dostaneme rovnicu
\ t

[dv = [kt
Vg 0

Jej integréaciou pre rychlost’

2
v=V, +k—,
° T2

Vv ktorom pociatocna rychlost’ v, je nulova, pretoZe auto sa rozbieha z pokoja. Plati teda, Ze
zavislost’ rychlosti na Case je kvadraticka a ma tvar

t 2
v=k—. (2
> @
Suvis drahy a rychlosti pre priamociary pohyb popisuje vzt'ah
ds
vV=—,
dt

z ktorého po uprave dostaneme rovnicu
t

s=[vdt, (3)
0

kde Vnie je veli¢ina v ¢ase konstantna, ale popisuje ju vztah (2).
Dosadenim (2) do (3) rovnica pre drahu

2 3

t
Sz'([k%dt a po integracii S=k%. 4

Konstantu k v rovnici (4) a (2) ur¢ime z pociatoénych podmienok, Zze v ase t, ma auto
zrychlenie a;

k=2,
tl
Po dosadeni &iselnych hodndt k =4.10%ms™, v=8ms™, s =5333m.

Auto ma v ¢ase 20 s rychlost’ 8 m/s a za tento ¢asovy interval preslo drahu 53,33 m.
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Priklad 1.4 Koleso polomeru R =10 c¢m sa otaca tak, ze pre body na jeho obvode plati
v=At+ Btz, A= 30ms'2, B = 1cms . Urdte uhol, ktory zviera vektor celkového zrychlenia
s polomerom v ¢aset; = 1S

R=10cm
v=At+Bt
A=3cms? B=1cm.s®
¢ =7
Obr. 1.2
RieSenie:
Situécia je znazornena na obr. 1.2 odkial plati
dv d )
a, gt a(A”Bt ) Aot ) o
tgp=—=--=R 5 =R -, kde ztangencidlne zrychlenie sme
a, v’ v (At+Bt?)
R

dosadili vzt'ah (1.15) a za normalové zrychlenie vztah (1.16).

Po ¢iselnom dosadeni

-2
tgp, =R A H2BU o1 (3+ 2.1.12.10 _50_25
(At +Bt2f  (31+L1f.10° 16 8

Uhol, ktory zviera vektor celkového zrychlenia s polomerom v ¢ase t; =15 je
@, =72,26°.

Priklad 1.5 Na horskej drahe na pasazierov posobi dostredivé zrychlenie, ktoré sposobuje u
Cloveka pretazenie. Aby jazda na tobogane bola pre pasazierov bezpecnd, musi byt hodnota
zrychlenia mensia ako 4g9. To sa dosahuje tak, Ze sa stavaju horské drahy s velkymi
polomermi. Pri hodnote pretazenia rovnajicemu sa 49 ¢lovek uz mdze pocitovat’ problémy s
videnim. Nebezpec¢nd je hodnota 69, pri ktorej netrénovany pasazier strdca vedomie.
Odhadnite, aky méze mat’ polomer horska draha, aby vozik, ktory urobi obrat o 90 stupiiov
spliial podmienku pre pretaZzenie ag < 4¢. Pocitajte s rychlostou vozika 112 km/h.

ag<4g (1)

v =112 km/h

R="?

RieSenie:

Dostredivé zrychlenie ma smer do stredu kruznice a teda predstavuje normalové zrychlenie,
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pre ktoré plati vzt'ah (1.16). Dosadenim do (1)

2
v
ay = E > 491
kde v je rychlost’ vozika a R polomer drahy.
Upravou pre polomer dostaneme

V2
R>-—=242m
49

Polomer drahy by mal byt’ vicsi ako 24,2 m.
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o Ulohy

1.1 Vysetrite pohyb hmotného bodu, ktory je ur¢eny ¢asovou zavislost'ou polohového vektora
vivare 7 = rcoswr.i +rsinot.j , kde r, ® si konitanty.

[pohyb po kruznici]

1.2 Pevné teleso rotuje s uhlovou rychlostoum = At i+ Btzj . kde A=055s2 B=0,06s"
Vypocitajte:
a) vel’kost’ uhlovej rychlosti a zrychlenia v ¢ase t; = 10 s.
b) uhol medzi vektormi uhlovej rychlosti a uhlového zrychlenia v tomto Case.

[a) @ =7,81s™, b) o =17,2°
1.3 Castica sa pohybuje tak, Ze jej poloha v 'ubovolnom okamihu je uréena polohovym
vektorom T =ti + (t +t?/ 2)] —4/m?(sin(nt/2))k (m). Uréte velkost' rychlosti a zrychlenia
Castice v Case t; = 1 8.

[vi=2,24 ms? a;=1,41 ms?

) Tato iiloha je podobni ako priklad 1.1.

1.4 Zavislost' drahy hmotného bodu od ¢asu je dand rovnicou s= At—Bt* +Ct®, kde A =
2m.s?, B=3m.s?, C=4m.s®. Vyjadrite rychlost a zrychlenie hmotného bodu ako funkciu
Casu. Vypocitajte rychlost’ a drahu v ase t; = 2 s.

[vi =38 ms?, s;= 24 m]
RuSen sa rozbieha priamociaro z pokoja s rovhomerne rastiicim zrychlenim tak, Ze v Case
t; = 100 s mé zrychlenie hodnotu a; = 0,5 ms™. Vypogitajte rychlost’ v &ase t; a drahu, ktora
za ten Cas preSiel.

[vi= 25 ms?, s, = 833,33 m]
\_) Pri rieSeni si pomoZte prikladom 1.3.

1.6 Zrychlenie hmotného bodu }zari jeho priamoc¢iarom pohybe rovnomerne klesd zo
zaciato¢nej hodnoty ap = 10 m.s” v Case tp =0 na nulova hodnotu pocas 20 s. Aka je
rychlost’ hmotného bodu v Case t; =20 s a aka drahu za ten ¢as vykonal, ked’ v ¢ase tp =0

bol v pokoji?
[vi =100 m.s?, s; = 1333,3 m]
1.7 Pozorovatel stojaci v okamihu rozbehu vlaku pri jeho zaciatku zaznamenal, Ze prvy
vagon presiel popri lom za ¢as t; = 4 s. Ako dlho bude popri lom prechadzat’ n-ty vagon
(napr. n = 7), ked’ st vSetky vagony rovnako dlhé? Pohyb vlaku je priamociary rovnomerne
zrychleny.
[t=0,79 5]
1.8 Koleso polomeru R=0,1 m sa otada tak, 7e ¢=A +Bt+Ct®, kde B=2 s, C=1s?

Vypocitajte uhlovi rychlost a uhlové zrychlenie, obvodovi rychlost, tangencidlne,
normalové a celkové zrychlenie bodov na obvode kolesa v ¢ase t; =2 s od zaciatku pohybu.
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[an=145", a1=125% vi=1,4ms?, ap=1,2ms? an=19,6 ms?, a;= 19,64 ms?]

1.9 Teleso sa zacina otaCat okolo pevnej osi uhlovym zrychlenim o = 0,04 s, ktoré je
konstantné. V akom case od zaciatku otdCania bude celkové zrychlenie I'ubovolného bodu
telesa zvierat’ uhol £ = 76° s rychlost'ou toho istého bodu?

[t=105]

1.10 Vypocitajte uhlové zrychlenie kolesa, ak v Case t; =2s od zaciatku pohybu vektor
celkového zrychlenia bodu na obvode kolesa zvieral s vektorom rychlosti uhol 60°.

[ =0,4357]

\9) Podobny princip bol pouZity v priklade 1.4. Rieste pomocou neho tilohy 1.9 a 1.10.

1.11 Hmotny bod kona pohyb po kruznici polomeru R =20 cm s konStantnym uhlovym
zrychlenim a = 2 52, Vypocitajte tangencialne, normalové a celkové zrychlenie v Case t; =4 s,
ak na pociatku bol hmotny bod v pokoji.

[aq = 0,4m.s?, an = 12,8m.s, a; = 12,806 m.s™]

1.12 Bod sa pohybuje po kruznici polomeru R =20cm s konstantnym tangencialnym
zrychlenim a; = 5 cms™. Za aky Cas od zaciatku pohybu bude normalové zrychlenie a, bodu:

a) rovné tangencidlnemu,
b) dvakrat vicsie ako tangencidlne?
[A)t=2s,b)t=2,835]

1.13 Po opusteni stanice rychlost’ vlaku rovnomerne vzrasta a po troch minatach od opustenia
stanice dosahuje na drahe zakrivenej do tvaru kruznice s polomerom R =800 m hodnotu 72
km/h. Vypocitajte hodnotu tangenciadlneho, normalového a celkového zrychlenia po dvoch
minutach od okamihu opustenia stanice.

[a:= 0,111 m.s? a,= 0,222 m.s%, a = 0,248 m.s?]

\,) V ulohach 1.11 -1.13 si poméZte vzt'ahmi (1.15), (1.16).

1.14 Koleso sa zacina otacat’ so stalym uhlovym zrychlenim a =2 s, Kolkokrat sa koleso
oto¢i za prvych 15 s pohybu?

[N = 35,9]

1.15 Koleso sa z pokoja zafina rovnomerne zrychlene otdCat’ tak, ze za prvych 5 s sa otoci
12,5-krat. Aka je uhlova rychlost’ v ase 4 s?

[w=8ns"]

1.16 Koleso sa otaca rovnomerne spomalene a za ¢asovy interval t; =1 min zmensilo svoju

frekvenciu z hodnoty f; = 300 min™ na f, = 180 min™. Uréte uhlové spomalenie kolesa a pocet
otacok N v tomto ¢asovom intervale.

[a = /1552, N = 240]

1.17 Ventilator sa otada s frekvenciou 900 min™. Po vypnuti sa ventilator otd¢a rovnomerne
spomalene tak, ze do zastavenia urobi 75 otaCok. Aky €as uplynie od vypnutia ventildtora do
jeho zastavenia?
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[t=105]

Tieto tlohy st zamerané na rovnomerne zrychleny (spomaleny) ota¢avy pohyb po kruZnici

V rovine.

1.18 Na obvode kladky polomeru R otacajtcej sa okolo vodorovnej osi je prelozené lanko so
zédvazim. Zavazie sa pohybuje zvisle nadol tak, Ze spiha rovnicu s = (1/2)at’ (a je znama
konstanta). Urcte zavislost’ celkového zrychlenia bodu na obvode kladky od ¢asu.

[a, =%\/R2 +a’t']

1.19 Gul'6¢kové lozisko ma stredny priemer D a priemer gul'6¢ok je d. Da sa pouzit’ tak Ze,
zalisujeme vonkajsie puzdro a vnatorné je pohyblivé alebo naopak. Kedy dosiahneme dlhsiu
zivotnost’ loziska?

[s pevnym vonkajSim puzdrom je Zivotnost’ loziska dlhSia]

1.20 Aky polomer musi mat rameno centrifugy, aby sa pri frekvencii 0,5 Hz dosiahlo
patnasobné pretazenie?

[R=4,97 m]

\9) Pri rieSeni si poméZte prikladom 1.5.
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